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1 Eigene Aufgaben l6sen

Dieses PDF-Dokument wurde interaktiv auf http://www.fersch.de erstellt.
Um eigene Aufgaben zu losen, klicken Sie hier: Kurvendiskussion gebrochenrationalen Funktionen

2 Aufgabenstellung

Diskutieren Sie eine ganzrationale Funktion
e Ermitteln Sie die:

— 1.Ableitung
— 2.Ableitung
— 3.Ableitung

e Untersuchen Sie das Verhalten der Funktion an den Grenzen des Definitionsbereich (Grenzwerte).

e Berechnen sie die Schnittpunkt der Funktion mit der x-Achse (Nullstellen).

e Wo liegt die Funktion oberhalb bzw. unterhalb der x-Achse (Vorzeichentabelle)?

e Bestimmen Sie Art und Lage der Extremwerte (Hochpunkte/Tiefpunkte).

e In welchen Bereichen ist die Funktion streng monoton steigend (sms) oder streng monoton fallend (smf)?
e Uberpriifen Sie die Funktion auf mégliche Wendepunkte und berechnen den Funktionswert .

e Geben Sie die Intervalle des Kriitmmungsverhaltens an.

e Zeichnen sie die Funktion mit Hilfe einer Wertetabelle.
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Grundlagen

3 Grundlagen

e Definitionsbereich : Nullstellen des Nenners aus dem Definitionsbereich ausschlielen

e Symmetrie

— f(=x) = —f () — Punktsymmetrie zum Ursprung
— f(=x) = f (£)— Achsensymmetrie zur y-Achse

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse
Zahler gleich Null setzen
f (z) = 0 siehe Nullstellen/Gleichungen

e Vorzeichentabelle
Bei gebrochenrationalen Funktionen kann sich das Vorzeichen nur an den Nullstellen des Z&hlers und Nenners
dndern. Einen beliebigen Wert kleiner bzw. grofler als Nullstelle wihlen und das Vorzeichen des Funktionswert
in die Tabelle eintragen.

x < Z1 <z
Vorzeichentabelle mit f(x) | f(x) + 0 -
f(z) | oberhalb der x-Achse | 0 | unterhalb der x-Achse

x < x| <z

Vorzeichentabelle mit der 1.Ableitung | f/(z) + 0 -
f'(x) | steigend | 0 | fallend

x < X <z

Vorzeichentabelle mit der 2.Ableitung | f”(z) + 0 —

f"(x) | links gekriimmt | O | rechts gekriimmt

e Ableitungen
Ableitungen bildet man durch: Exponent vorziehen, vom Exponenten 1 abziehen:
f(z) =ax™ — f'(z) = naz" !
Die erste Ableitung f’ (z) gibt die Steigung der Funktion im Punkt z an.
Die zweite Ableitung f” (z) gibt die Kriimmung der Funktion im Punkt z an.
Beispiel:
flx)=223— f'(z) =23 2371 =622
f(x)=62% = f"(2)=6-2 2271 =122
Ableitungsregeln:

(f(z) £9(@)) = f'(z) £ ¢'(x)

(c- f(@)) =c- f'(x)
(f(x)-g(@)) = f'(z) - g(x) + f(z) - g'(x) (Produktregel)
(f(w))/ _ @) g@)—f(@)g'(x)
(

7 O (Quotientenregel)
flg(x)) = f'(9) - g'(z) (Kettenregel)
e Extremwerte
Notwendige Bedinung: 1. Ableitung gleich Null setzen und Nullstellen bestimmen
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der Nullstellen in die 2. Ableitung
— f"” (zo) > 0 = Lokales Minimum bei .
— " (x0) < 0 = Lokales Maximum bei zg.
— " (=) =0A f" (x9) # 0 = Terrassenpunkt

e Wendepunkte
Notwendige Bedinung: 2. Ableitung gleich Null setzen und Nullstellen bestimmen
Hinreichende Bedingung: Einsetzen der Nullstellen in die 3. Ableitung

— " (x0) # 0 = Wendepunkt bei x.
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Grundlagen

— " (x9) = 0 = Kein Wendepunkt.
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Gebrochen-rationale Funktion

4 Gebrochen-rationale Funktion

4.1 Aufgaben

(1) 2 —4
—z?+4

T

(3) :32:21

(4) 3132 —

() %1

(6) 71

(7) v+

(®) P2

(9) ;2_1

(10) Fl

(11) 372_4i 1

02

(13) x? Jr_QiIJ +1

(14) 2 —6x+9

22 %x +3

(17) 2z g—fl
m

EZ; i
ii + 2z +1

(20) ;952

(21) " ;22

:: £2++33x +9

6z + 18

x4+ 3
422 + 122 +5

20 + 1
323 — 1022 + Tz — 12

xr—3
3 —6x®+ 11z —6
r—2
3 — 222 —5x+6
r—1
323 — 1022 + Tz — 12
x—3
%x3—1§x2+%x+2
T —2
2342 —Adx—4
r— 2
23 +52%2 -z -5
x+1
3x3 — 22 -3z +1
x—1
3 —8x 42
T+ 2
zt— 322 -4
2 —4
zt =52 +4
22 —3x +2
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

4.2 Losungen
Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren

x2—4
flz)=
Zaehler faktorisieren:
22 —4=0

122 —4=0 /+4
1z2=4 /:1

4
2—7
T
r=+V4
xr1 =2 To = —2

r1 = —2; 1-fache Nullstelle
xo = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
=0

r=0=z=0

r3 = 0; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

_(z+2)(x —2)
f)= 222D
¢ Definitionsbereich: D=R\{0;}
2?2 —4
f(z) =
Polynomdivision :
(z? —4 ):(x)==
—(2?)
A
fw) =zt

x
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
C2zox— (2 —4)-1

:f’(I)— ((E)2
222 — (22 —4)
(x)?

2?44

(x)?

2 2 4
T w =

, 2% - 22 — (22 +4) -2
£ () = T x (9(;)2 ) - 2x
_ 22° — (22° + 8x)
a (22)?

—8x
:( 2)2

—8x
- —

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

22 —4=0

x4 = —2; 1-fache Nullstelle

x5 = 2; 1-fache Nullstelle

(1)

www.fersch.de 5



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

o Grenzwerte und Asymtoten:

lim f(z) =—o00 lim f(z)=—o0 lim f(z)=—00 lim f(z)=-o00
T—00 T——00 T—00 T——00
Schiefe Asymptote:y = x
lim f () = o0
Vertikale Asymptote: x = 0
e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <z<|0|<z<|2|<2
fl®)| — | 0 + 0 - 0| +

x €] —2;0] U ]2500]

f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0;—2[ U ]0;2]

f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

122 +4=0 /—4

1a? = —4 /1
—4

7%= —

keine Losung

22=0=2=0

r<|0|<x

f'(z) >0

streng monoton steigend

www.fersch.de



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
z f(z) f'(z) f"(z) x f(z) f" ()
-7 76% 1 % 0,023 0 | —unendlich +unendlich
—61% -5 1,095 0,029 z —73 —64,035
—6 -5 13 = 1 -3 —8,001
57 —4 1,132 0,048 15 —1z —2,371
-5 —4 1 0,064 2 0 —1
—41 -3 1,198 0,088 25 = —0,512
—4 -3 1,25 0,125 3 1= —0, 296
—-31 —2 1,327 0,187 33 2 —0,187
-3 -1 1,444 0,296 4 3 —0,125
—21 e 1,64 0,512 43 3% —0,088
—2 0 2 1 5 4z —0,0064
-1z 1% 2,778 2,371 55 457 —0, 048
-1 3 5,001 8,001 6 5z — o
-3 73 17,009 64,035 63 533 —0,029
0 [ —unendlich | 293863 | +unendlich 7 62 —0,023
@ Zeichnung 8 =

www.fersch.de



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
—z? 4+ 4
f@) = ——=

Zaehler fak‘;)risieren:
—224+4=0

—2*4+4=0 /-4
—2?=—4 /:(=1)
—4
2
R
z=+V4
Tr1 = 2 Ty = -2
x1 = —2; 1-fache Nullstelle
r9 = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r—1=0

r—1=0 /+1
r=1
r3 = 1; 1-fache Nullstelle

Faktorisie?teﬂ_ 'léejr(m: 2)
Az T —
f (@)= W

o Definitionsbereich: D=R\ {1}

—x2 44
o=

Polynomdivision :

(—a? +4 ):i(z-1)=—-z-1

f(x)z—l‘—l‘Fﬁ

e 1. Ableitungen una 2.Ableitung
(=22) - (z—1)— (—2%+4)-1

- f (I) - (LB _ 1)2
(=222 + 27) — (=22 + 4)
(x —1)?
—z2 42 —4
(x —1)?
—z? 42z —4

= o, @=

—22 420 —4

x2 — 21 +
(22 +2)- (22 -2 +1)— (22 +22—4) (22— 2)

Aufgabe

f// (x) —

(22 — 2z +1)?

(=223 + 622 — 62 + 2) — (=223 + 622 — 122 + 8)

(2 =22+ 1)?

. +6x — 6

(22— 22+ 1)2
. +6x — 6

x4 —4a3 + 622 —4x+1

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zaehler =0
—2?+4=0

www.fersch.de



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

x4 = —2; 1-fache Nullstelle
x5 = 2; 1-fache Nullstelle

e Grenzwerte und Asymtoten:

lim f(z)=—o0 lim f(z) = —o0 lim f(z)=—o0
T—00 T——00 T—00

Schiefe Asymptote:y = —z — 1

lm ) =

Vertikale Asymptote: x =1

e Vorzeichentabelle:
r<| 2 <e<|l|<z<|2|<x
fley| + 1 0 - 0 + 0| —

x €] —o0;—2[ U J1;2[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x€]—2;1[ U ]2;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

lim f(z)=—-00

T—r—00

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

— 22422 —-4=0

—24 /22 —4-(=1)-(-4)
e 2-(-1)
-2+ /12

Diskriminante negativ keine Losung

T1/2

1z — 22 +1=0
+2+4/(-2)°—4-1-1

Ty/2 = 2.1

+2+0
Tije = —5

2410
C5‘1/2=T
x*2+0 fo_O
179 D)
.T1:1 x2:1

r<|1l| <=z
fll@) ] — 0] -

z €] —o0;1] U Jl;o0[ f'(z) <0 streng monoton fallend

www.fersch.de



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle

e | @) | f=) | f(x) z f(z) f'(z) f"(z)
-7 | 55 | -1& |-0,012 0 —4 —4 —6,001
—63 | 515 | —1= [ —0,014 z —77 —13,007 | —48,026
—6 4% —143—9 —0,017 1 | +unendlich 22039% —unendlich
—53 | 455 | 1,071 ] —0,022 | |13 33 —13,007 | 48,026
-5 |33 | -155 | —= 2 0 —4 6,001
—47 [ 223 [ —1,099 [ —0,036 23 —13 —2,333 1,778
-4 | 2% —15 [ —0,048 3 —27 -1,75 0,75
-3 | 12 [ —15 [ —0,066| |35 —355 —1,48 0,384
-3 [ 13 [ -1,188] -3 4 —4 —1,333 0,222
—2; | 2 [-1,245] —0,14 47 —42 —1,245 0,14
-2 | 0 [-1,333]-0,222 5 =5 —1,188 =
-1 [ -5 [ -1,48 [ 0,384 |55 —52 -1 0,066
-1 [-15] -1,75 | =0,75 6 —62 -1 0,048
—3 | =25 [ —2,333 | —1,778 63 —635 —1,099 0,036

0 | -4 —4 [ —6,001 7 —73 15 =

® Zeichnung |
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
2% +4

f (@)= 22— 1

Zaehler faktorisieren:

24+4=0

122 +4=0 /-4
122 = -4 /:1

—4
z? = —

keine Losung

Nenner faktorisieren:
z2—-1=0

w?—-1=0 /+1
?=1  /:1

1
2—7
T
r=+V1
x1 =1 To = —1

x1 = —1; 1-fache Nullstelle
xo = 1; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

(P49
o= e -
e Definitionsbereich: D=R\{-1;1;}
2% +4
f(z)= 221
Polynomdivision :
(2 +4 ):(z?-1)=1
—(2® -1)
5
5
= 1 _—

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
2z (2P —1)— (2% +4) - 22

— ) —
- f (:E) (.T2 — 1)2
(22 — 22) — (22° + 8x)
=T @y
_ —10z
GRS
—10z , —10z
N w4—2m2+1f (z) = x4 —222 +1

£ () = (—=10) - (2* — 222 + 1) — (—=10z) - (42> — 4x)
(xt — 222 +1)2
(—10z* + 2022 — 10) — (—402* + 402?)
(% —222 4+ 1)2
_30z* — 2022 — 10
(x4 — 222 4+ 1)2

_ 30z* — 2022 — 10

a8 — 425 + 624 — 42?2 + 1

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
2 4+4=0

www.fersch.de 11



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

o Grenzwerte und Asymtoten:
1

lim f(z)=-=1
T—00 1

Horizontale Asymptote: y =1
lim f(x) =00

z——1

Vertikale Asymptote: © = —1
lim1 fx)=00

T—

Vertikale Asymptote: x =1

e Vorzeichentabelle:
r<|-li<z<|l|<=z
flx) | + 0 — 0| +

x €] —oo;—( U ]Jlyo0[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —1;1] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r=0=2z=0

u = x? u? = o

w2 —=2u+1=0

+244/(-2°—-4-1-1

Ui/ =

2-1
+2+ 0
U1/2:T
2+0
ul/QZT
240 2—-0
UI:T ung
Uy = U =1
=1
m—:&:ﬂ
xry = 1‘2—71
22 =1
r=+V1
56'1—1 .’172——1

r<|-l|<zx<|0|l<z<

<x

ffx)y| + 10 + 0 -

z€l—o0;—( U ]-1;0[ f'(z)>0

streng monoton steigend

x €)0;1] U ]1;00] f'(x) <0 streng monoton fallend

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion

eWertetabelle
z f(@) f'(z) f"(z) T f(x) f'(z) f"(z)
-7 10 0,03 0,013 0 —4 0 —10,001
—61% 12 0,038 0,018 z —52 —8,894 —41,503
—6 1% 0,049 0,025 1 | +unendlich | 18367,972 | —unendlich
57 1,171 0,064 0,037 13 5 —-9,605 39,702
-5 12> 0,087 0,055 2 22 —2,223 4,815
—41 129 0,121 0,087 23 120 —0,907 1,365
—4 13 0,178 0,145 3 12 —0, 469 0,547
—-31 13 0,277 0, 265 33 13 —0,277 0,265
-3 12 0,469 0,547 4 13 —0,178 0,145
-2 120 0,907 1,365 47 127 —0,121 0,087
-2 2% 2,223 4,815 5 12 —0, 087 0,055
—13 5 9,605 39,702 53 1,171 —0,064 0,037
—1 | 4unendlich | —18367,972 | —unendlich 6 1% —0,049 0,025
-3 —52 8,894 —41,503 63 i —0,038 0,018
0 —4 0 —10, 001 7 1> —0,03 0,013
® Zeichnung 8 =
.7 4
6 -
5 -
4 =4
.3 34
.2 4
]_ 4
| | | | | | | | | | |.
[ T T I I I I I I I 1
-7 -6 -5 -4 =3 -2 -1 2 3 5 7
—1 +
—92
_.3 £

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eFunktion/Faktorisieren

T —2
f (J?) - .’E2 _ 1
Zachler faktorisieren:
xr—2=0

r—2=0 /+2
xr =2
r1 =2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
z2—-1=0

w?—-1=0 /+1
2=1  /:1

1
2—7
T
z=+V1
56'1:1 .’172:—1

xo = —1; 1-fache Nullstelle
r3 = 1; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

)

@)= 3D -0

o Definitionsbereich: D=R\{-1;1;}
T —2

f(z)= 22 1

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
1-(2?2—1)—(x—2) 22

!
*f(x)* (.%‘2—1)2
(2?2 —1) — (22% — 4x)
a (z2 —1)?
— 2?44 —1
=Ty
a4 dr—-1,, o —zP+dr—1
e A Rl g vy

f'(z) =

Aufgabe

(4)

(—2x+4) (24— 222 +1) — (—2® + 42 — 1) - (42 — 4x)

(z* — 222 +1)2
(—2x° + 4o 4 423 — 822 — 22 + 4) — (—42® + 162* — 162% + 42)

(x* — 222 4+ 1)2
225 — 122 + 423 4+ 822 — 62 + 4

(x4 — 222 + 1)2

B 225 — 122* + 423 + 822 — 6z + 4

28 — 426 + 624 — 422 + 1

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zaehler =0

x4 = 2; 1-fache Nullstelle

o Grenzwerte und Asymtoten:

H_}mf(x)zO li)r_n fx)=0

Horizontale Asymptote: y = 0
lim f(z) =00
z——1

Vertikale Asymptote: x = —1

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

lim f (z) = o0

rz—1

Vertikale Asymptote: x = 1

e Vorzeichentabelle:
< | -l|<z<|l|i<z<|2|<zx
flz) | - 0 + 0 — 0| +
z€]—1;1] U ]2;00[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

z €] —o0; —(

U

11;2

f(z) <0 wunterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

—x2? 44 —-1=0

—44+ /22 —4-(-1)-(-1)

e 2-(—1)
—4++/12
I1/2:T
443,464
S
—4 43,464 —4— 3,464
= =
21 = 0,268 ay = 3,732
u = 2? u? =zt
u? —2u+1=0
+2+4/(-2)°—4-1-1
Uyr/2 = 2.1
+2+0
u1/2:T
240
Ul/QZT
o240 20
T T2
U1=1 u2—1
z? =
r=+V1
x1 =1 To = —1
z? =
z=+V1
Il—l 1‘2—71
r<|-1|<x<|0,268 | <z<|l|<x<|3,732|<=x
fflz)y| — 10 — 0 + 0 + 0 —
x €]0,268;1 U ]1;3,732[ f'(z) >0 streng monoton steigend
r€l—oo;—( U |—1;0,268] U ]3,732;00] f'(z)<0

streng monoton fallend

www.fersch.de

15



Gebrochen-rationale Funktion

eWertetabelle

x f(x) f'(z) f"(z) x f(@) f'(z) f"(z)
-7 - —0,034 —0,012 0 2 -1 4,001
—61% -0, 206 —0, 041 —0,016 z 2 1,334 8,893
—6 —% —0,05 —0,021 1 | —unendlich | —3673,844 | +unendlich
57 —= —0,062 —0,029 11 —2 1,761 —7,812
-5 - —0,08 —0,042 2 0 0,333 —0, 889
—41 —= —0,106 —0,064 23 = 0,1 —0,226
—4 -2 —0,147 —0,103 3 3 0,031 —0,078
—-31 - —0,215 —0,181 33 = 0,006 —0, 031
-3 —2 —0,344 —0, 359 4 = —0,004 —0,013
—27 —8 —0,626 —0, 866 45 7 —0,009 —0,005
-2 -1z —1,445 —2,963 5 3 — % —0,002
—13 -2 —5,923 —23,949 55 0,12 —0,011 0
—1 | —unendlich | 11020,533 | +unendlich 6 % —0,011 0,001
-3 33 —5,781 24,309 63 = —0,01 0,001

0 2 —1 4,001 7 = —0,01 0,001

® Zeichnung 8 =
: : i I
4 5 6 7

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren

f@) =1

Nenner faktorisieren:
rz=0

r=0=>2x=0

x1 = 0; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

1
f(z)= o
o Definitionsbereich: D=R\{0;}

f@) =

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung

, _Ox_
:f(l‘)_ (1’)2

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

1=0

keine Loesung

e Grenzwerte und Asymtoten:

lim f(x)=0 lim f(x)=0

T—>00 r—r—00

Horizontale Asymptote: y = 0

lim f (x) = o

Vertikale Asymptote: x = 0

e Vorzeichentabelle:
r<|0|<=x
fl@)| — 0] +

x €]0;00[ f(xz) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —00;0[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

(5)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

22=0=>2=0
r<|0| <=z

fil@)| = 0] =

x €] —00;0] U ]0;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend

www.fersch.de 17



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

IR N O 3 1 5 N AL O I
—7 -1 = —0, 006 0 | +unendlich | 734633 | —unendlich
—61 —Z —0,024 | —0,007 Z 2 —4,002 | 16,009
—6 -1 — —0,009 1 1 —1 2
—51 —Z —0,033 [ 0,012 12 2 —0,444 0,593
-5 —1 — L —0,016 2 z —0,25 0,25
—47 —2 — & —0,022 21 £ —0,16 0,128
1 —1 —L - 3 1 —0,111 0,074
-31 —Z — 5 —0,047 31 z - 0,047
-3 —3 —0,111 | —0,074 4 3 —= =
—21 —2 —0,16 | —0,128 41 2 & 0,022
—2 -1 —0,25 —0,25 5 £ —5 0,016
-1 —= —0,444 |  —0,593 53 < —0,033 0,012
—1 -1 —1 —2 6 z —= 0,009
—3 —2 —4,002 [ —16,009 65 = —0,024 0,007

0 +unendlich 7346% —unendlich 7 % - i 0,006
® Zeichnung | 8 —

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
f) ==
Nenner faktorisieren:
z=0

z=0=2=0

x1 = 0; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

1
fla)=—
e Definitionsbereich: D=R\{0;}
-1
fla)=—
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-z—(-1)-1
= f'(z) = (x()Q )
_0-(-1)
o (@2
_ L
()2
1 1
— fo/(xO) :272 -
x?—1-2z
()= (22)2
_0—2z
(a2
—2z
- (22)2
—2z
-

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

—-1=0

keine Loesung

o Grenzwerte und Asymtoten:

lw f(x)=0 I _f(z)=0
Horizontale Asymptote: y = 0

lim f () = o0

Vertikale Asymptote: x = 0

e Vorzeichentabelle:
< |0 <z
fl@) | + |0] —

x €] —00;0] f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €]0;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

(6)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

22=0=2=0
r<|0| <=z
flle)| + (0] +

x €] —00;0] U ]0;00 f'(z)>0 streng monoton steigend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
r f(z) f'(x) f"(x) r f(z) f'(x) f"(x)
-7 Z i 0,006 0 | —unendlich | —734635 | +unendlich
—61% = 0,024 0,007 7 -2 4,002 —16,009
1 1
—61 : = 0,009 1 —1 1 —2
57 = 0,033 0,012 11 —2 0, 444 —0,593
. I T 1 -
IR i 5 - ’ -
741 h i = 31 = 0, }111 —0,074
—37 7 @ 0,047 37 7 o —0,(347
—31 3 0,111 0,074 4 -1 = —=
—23 £ 0,16 0,128 47 —z = —0,022
-2 Z 0,25 0,25 5 —x 3= —0,016
-1 £ 0,444 0,593 55 —= 0,033 —0,012
—1 1 1 2 6 — = —0,009
6 36 )
—3 2 4,002 16,009 65 - 0,024 —0,007
0 —unendlich —7346% +unendlich 7 —% i —0,006
¢ Zeichnung 8 -
7 -
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren

@)=

Nenner faktorisieren:
r+2=0

r+2=0 /=2
T = -2
r1 = —2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

flz) = (x +2)

o Definitionsbereich: D=R\{-2;}
1

fFlz) = T+ 2

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-(x+2)—1-1

0-1

(z+2)?
-1
S 1
=it W mi
w0 (@2 +dz+4) — (=1)- (22 +4)
Friw) = (22 4 4z + 4)?
00— (22 —-4)
(22 4 4a +4)2
_ 2z 4+ 4
(22 44z + 4)2

2z +4
2t 4 8z% 4 2422 + 322 + 16
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
1=0
keine Loesung
e Grenzwerte und Asymtoten:

lim f(x)=0 lim f(x)=0

T—r00 r—r—00

Horizontale Asymptote: y = 0
lim2 f(x) =00

T—>—

Vertikale Asymptote: © = —2

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <«x
fl@)| — | 0] +

x €] —2;00] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0;—2[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

(7)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

122+ 40 +4=0
—44+v42-4-1-4

2-1

T1/2 =

www.fersch.de 21



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

—44++0

T1/2 =
—-4+0
Ti/2 =
—440 —4-0
T = B) Ty = B
xry = —2 ro = -2
r<| -2 | <z
ffl@)] — 10 ] =
T€l—o00;—2[ U ]—2;00] f'(z) <0 streng monoton fallend

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
x f(x) f'(@) f"(z) z | flx)| fl(z) | f"(=)
-7 -3 2= —0,016 0 2 | —0,25 ] 0,25
—65 —z —= —0,022 7 | £ ] -0,16 [0,128
—61 —% —% — 25 11 % —0,}111 0,074
5% —Z e —0, 047 17] 2 —45 | 0,047
-5 —z —0,111 | —0,074 R — 15 2
—43 —£ —0,16 —0,128 2; | 3 - [0,022
—4 -3 —-0,25 —-0,25 3 £ 2 | 0,016
-3 —£ —0,444 [ —0,593 33 | & [—0,033]0,012
-3 -1 -1 —2 41 ¢ —a5 | 0,009
-2 -2 —4,002 | —16,009 45 | % [-0,024 [ 0,007
—2 | unendlich | 734633 | —unendlich 5 2 25 | 0,006
-1 2 —4,002 | 16,009 55 | = | —0,018 [ 0,005
—1 1 —1 2 6 | s —a; | 0,004
-3 2 —0, 444 0,593 63 | & [—0,014]0,003
0 z —0,25 0,25 7 5 2r 10,003
® Zeichnung | 8 =
.7A,
% % %
2 3 4

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren

f@)=—5
Nenner faktorisieren:
xr—2=0

r—2=0 /+2
xr =2
r1 =2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

f(x)= (Z‘_— 2)

o Definitionsbereich: D=R\{2;}
-1

Fl)=

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-(z—2)—(-1)-1

:f,(x): (33—2)2
_0-(-1)

 (w—2)

_ 1

- (w—2)

1 L
:ﬁ_%?g“@—g_@T4 |
1 0 (zr—dx+4)-1-(22—4
Folw) = (22 — 4o+ 4)?
00— (20 —4)

(22 — 4+ 4)?
_ —2x+4
(22 — da + 4)2

—2z + 4

x4 — 823 + 2422 — 322 + 16

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

—-1=0

keine Loesung

o Grenzwerte und Asymtoten:

A f@) =0 Im fle)=0
Horizontale Asymptote: y = 0

lim f () = o0

Vertikale Asymptote: © = 2

e Vorzeichentabelle:
r< |2 <x
fl@) | + |0] —

x €] —00;2[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €]2;00[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

(8)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

122 —dzx+4=0
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

+4+4/(—4)°—4-1-4

T1/2 =

2-1
+4+0
$1/2:T
440
xl/QZT
440 4-0
xlzT xQZT
.13122 ],‘2:2

r€l—o00;2[ U 2500 f'(z)>0

streng monoton steigend

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion

eWertetabelle
z | flx) | f'(z) | f'(z) x f(x) f'(z) f(z)
-7 z 2r 10,003 0 z 0,25 0,25
—63 | = [0,014 | 0,003 z £ 0,444 0,593
—6 | = a1 | 0,004 1 1 1 2
53 | = [0,018 ] 0,005 13 2 4,002 16,009
-5 % 4—19 0,006 2 | —unendlich —7346% +unendlich
—42 ] Z 10,024 0,007 | [21L -2 4,002 —16,009
-4 2 2 | 0,009 3 -1 1 —2
-3 = [0,033[0,012] |33 -2 0,444 —0,593
-3 i 2= 10,016 4 -3 0,25 —0,25
1 2 4 1 2
—23 : 1 0, (1)22 47 5 0,16 —0,128
—21 3 I 2 51 3 0, }111 —0,074
-1z [ 2 w5 10,047 ] [52 -z = —0,047
-1 | = [0,111[0,074 6 —% = -
1 2 1 2 4
—2 1 2 [o16]o0,128] [62 -2 = —0,022
0 7 10,25]0,25 7 —: = —0,016
o Zeichnung 8 =
.7 4
— % i # # #
-6 -5 -4 =3 -2 -1
_.]_ =4
-2 L
,.3 €1
—4 4
_5 =4
—6 -+
_.7 1
_8 .

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe 9)

eFunktion/Faktorisieren

F@) =

Nenner faktorisieren:

22 =0

2=0=2=0

x1 = 0; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

1
fla)=—
e Definitionsbereich: D=R\{0;}
1

fla)=—
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
o 0 x? —1-2x
- f (I) - (1,2)2
_0—22
(a2
2z

(22)?

—2z —2z
E—— () = v

7 x) _ (_2) 1‘4 — (_237) 4$3
- (z4)?

_ (—2x%) — (—8z%)
- (%)
_ 62
- (z4)?

64
=

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

1=0

keine Loesung

e Grenzwerte und Asymtoten:

lim f(x)=0 lim f(x)=0

T—r00 r—r—00

Horizontale Asymptote: y = 0

lim f () = o0

Vertikale Asymptote: x =0

e Vorzeichentabelle:
r< |0 <z

flx) | + 0| +
x €] —o00;0] U ]0;00[ f(xr) >0 oberhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
r=0=2=0
'=0=2=0

< |0|<uw

fx) | +

x €] —00;0] f'(x) >0 streng monoton steigend

o

x €]0;00] f'(z) <0 streng monoton fallend

www.fersch.de 27



Gebrochen-rationale Funktion Losungen

www.fersch.de 28



Gebrochen-rationale Funktion

eWertetabelle
z f(z) f'(@) f"(z) z f(z) f'(@) f"(z)
-7 % 0,006 0,002 0 | +unendlich 0 —unendlich
—61% 0,024 0,007 0,003 z 4 —16,017 96,087
—6 = 0,009 0,005 1 1 —2,001 6,001
57 0,033 0,012 0,007 13 3 —0,593 1,185
-5 7= 0,016 0,01 2 3 —0,25 0,375
1 4
—41 o= 0,022 0,015 23 s —0,128 0,154
—4 = = 0,023 3 3 —0,074 0,074
—-31 5 0,047 0,04 33 g —0,047 0,04
-3 3 0,074 0,074 4 = - 0,023
1 4 1 4
-2 o 0,128 0,154 4% = —0,022 0,015
-2 i 0,25 0,375 5 = —0,016 0,01
-1 3 0,593 1,185 55 0,033 —0,012 0,007
-1 1 2,001 6,001 6 = —0,009 0,005
— 4 16,017 96, 087 6% 0,024 —0,007 0,003
0 +unendlich 0 —unendlich 7 % —0,006 0,002
® Zeichnung | N
7
6
# ? ? i
-7 -6 =5 5 6

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe (10)

eFunktion/Faktorisieren

f)==5

Nenner faktorisieren:

22 =0

> =0=>2=0
x1 = 0; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

fa) =1

T

e Definitionsbereich: D=R\{0;}

fa) =1

T

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung

02— (~1)-22

= f'(x)

_0- (—2x)

(z2)?
_ 2x
- (2?)?
2x

ng/(x):

2.2t —

f(x) =

2x
24

(x2)?

2x - 423

(21)?

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zaehler =0
—1=0

keine Loesung
o Grenzwerte und Asymtoten:

5,4 (@) =

0

oiZ () =0

Horizontale Asymptote: y = 0
lim f () = o0
Vertikale Asymptote: x = 0

e Vorzeichentabelle:
r<|0|<x
fl@)| — 0] —

x €] — 00; 0]

U ]0;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r=0=2=0
t=0=2=0
r<|0| <z
fll@)] = 0] +
x €]0;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend

x €] — 00; 0]

f'(x) <0 streng monoton fallend

www.fersch.de
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
z f(x) f'(@) f"(@) x f(z) f'(@) f"(z)
-7 — % —0,006 —0,002 0 | —unendlich 0 +unendlich
—65 | —0,024 —0,007 —0,003 z —4 16,017 | —96, 087
6 —L —0,009 —0,005 1 —1 2,001 —6,001
53 | —0,033 —0,012 —0,007 1% -3 0,593 —1,185
-5 —= —0,016 —0,01 2 — 0,25 —0,375
—41 —a —0,022 —0,015 21 — 0,128 —0,154
4 —L — —0,023 3 —3 0,074 —0,074
-31 — 5 —0,047 —0,04 33 —5 0,047 —0,04
-3 —3 —0,074 —0,074 4 - = —0,023
—21 — —0,128 —0,154 47 —= 0,022 —0,015
-2 —1 —0,25 —0,375 5 —2% 0,016 —0,01
—12 —1 —0,593 —1,185 51 —0,033 0,012 —0,007
—1 —1 —2,001 —6,001 6 -+ 0,009 —0,005
-1 —4 —16,017 | —96,087 61 —0,024 0,007 —0,003
0 —unendlich 0 +unendlich 7 — ﬁ 0,006 —0,002
® Zeichnung | 8 =
.7 -
6 -
5 -
4 -
.3 -
.2 -
1 -
— &
-7 -6 -5 5 6
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
1

[0 =g

Nenner faktorisieren:

2’ 4+4=0

lz?+4=0 /-4

lz? = —4 /:1
—4

2—7

T

keine Losung

Faktorisierter Term:

1
fz)= (@21 4)
o Definitionsbereich: D=R
T =251

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0 (2% +4)—1-2x

. 0-2z

- (22 +4)2

2

- (xQ _|_4)2

_ —2x , _ —2z

= arserie W T drsz 1o

£ () = (=2) - (2% + 822 4+ 16) — (—2x) - (42> + 162)

(z* + 822 + 16)2
(—2x% — 1622 — 32) — (—8z* — 3222)
(z* + 822 + 16)2
_ 6zt + 1622 — 32
(2% 4 822 + 16)2
B 62" + 1622 — 32
T 28 4 1626 + 9624 + 25622 + 256

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

1=0

keine Loesung

o Grenzwerte und Asymtoten:

lim f(x)=0 lim f(x)=0

T—r 00 r—r—00

Horizontale Asymptote: y = 0

e Vorzeichentabelle:
kein Vorzeichenwechsel
reR f(z) >0 oberhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r=0=2z=0

UZQ?Q ’U,2:$4

1w+ 8u+16=0

—8+82-4-1-16
2-1

Ur/2 =
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

—84++0

Uy/2 =

-840
Uy/2 =

-840 —-8—-0
“= “2=
uy = 4 Ug = 4

22 = —dg = :I:\/j4
Diskriminante negativ keine Losung
22 = —4x = +V/—4

Diskriminante negativ keine Losung
r<|0| <z
fll@)| + 0] =

z €] —00;0[ f'(z) >0 streng monoton steigend

z €]0;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
z | flx) | fi(=) | f"(=) z | flx) | f(=) | f'(2)
-7 == 0,005 | 0,002 0 1 0 —0,125
—6% [ 0,022 [ 0,006 | 0,002 z — | —0,055 | —0,085
—6 2 | 0,008 | 0,003 1 i —0,08 | —0,016
—53 10,029 | 0,009 | 0,004 13| 5 [-0,077[ 0,023
-5 | 55 [0,012 ] 0,006 2 | & —is 3
—43 [ & 10,015 [ 0,008 22 | & [-0,048 ] 0,027
—4 75 = 0,011 3 = | —0,036 [ 0,021
-33 | & 10,027[ 0,015 35| & [-0,027] 0,015
-3 — 10,036 | 0,021 4 > —= 0,011
—25 | 47 [0,048] 0,027 | [45] 5 | 0,015 | 0,008
-2 | & ia = 5] 55 [—0,012] 0,006
-1 | 5 0,077 ] 0,023 53 10,029 | —0,009 | 0,004
-1 £ 0,08 | —0,016 6 25| —0,008 | 0,003
—2 - 0,055 | —0,085 65 | 0,022 [ —0,006 | 0,002
0 3 0 —0,125 7 == | —0,005] 0,002
o Zeichnung 8 =
.7A,
6A,
5ay
4A,
.3A,
Qay
1 34
L i L . ‘—/\‘
I I I I I I # # I I
-7 -6 -5 -4 =3 -2 -1 1 2 3
_.]_ =4
-2 L
,.3 €1
—4 4
_5 =4
—6 -+
_.7 1
_8 .
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren

-1
f (J?) - .’E2 _ 4
Nenner faktorisieren:

22 —4=0

lz2 —4=0 /44
12?2 =4 /1

4
2—7
T
r=+V4
.’[1:2 1’2:—2

r1 = —2; 1-fache Nullstelle
r9 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

@) ==y

o Definitionsbereich: D=R\{-2;2;}
B —1

f (.’,E) - 56'2 —4

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-(z2—4)—(-1) 22

:f,(x): (.132—4)2
00— (—2x2)
T (a2-4?
_ 2z
T (a2—4)?
2z , 2z
e T A warpe e T

£ () = 2 (z* — 822 +16) — 2z - (42 — 167)
(x4 — 822 + 16)?
(2z* — 1622 + 32) — (82 — 3222?)
(x* — 822 + 16)?
_ —62* + 1622 + 32
(2% — 822 + 16)2
—62% + 1622 + 32
28 — 1626 + 9624 — 25622 + 256
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
—1=0
keine Loesung
o Grenzwerte und Asymtoten:

Horizontale Asymptote: y = 0
lim f(x) =00

T—>—2

Vertikale Asymptote: x = —2

lim  (2) = o0

Vertikale Asymptote: z = 2

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <zx<|2|<=z
flz) | — 0 + 0| —

x €] —2;2] f(x) >0 oberhalb der x-Achse
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

x €] —o0;—2[ U ]2;00] f(z) <0 wunterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
z=0=2=0

u = z? u? = z*

1u? —8u+16=0

+8+1/(—8)°—4-1-16

Uy/2 = 9.1
+8++/0
Ut = —
8+0
Uy = —5—
78+0 7870
T
U1:4 u2:4
22 =4
r=+V4
x1:2 1’2:—2
2 =4
x:i\/i
.13122 1‘2:—2
r<| 2| <z<|0|<z<|2|<x
)| =10 — o] + Jo] +

x €]0;2[ U ]2500] f'(r) >0 streng monoton steigend

r€l—o00;—2[ U ]—2;0] f'(x) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
x f(@) f'(z) f"(z) x f(x) f'(z) f"(z)
-7 —= —0,007 —0,003 0 5 0 0,125
—61% —0,026 —0,009 —0,005 z = 0,071 0,18
—6 -5 —0,012 —0,007 1 3 0,222 0,519
53 | —0,038 —0,016 —0,01 13 z 0,98 4,014
-5 — % —0,023 —0,017 2 | —unendlich | —1836,75 | +unendlich
—41 —a —0,034 —0,03 21 —3 0,988 —3,997
—4 - —0,056 —0,06 3 —= 0,24 —0,496
—31 — s —0,103 —0,145 33 —32 0,103 —0,145
-3 —1 —0,24 —0,496 4 —= 0,056 —0,06
—23 -3 —0,988 | —3,997 4% — 0,034 —0,03
—2 | —unendlich | 1836,75 | +unendlich 5 —% 0,023 —0,017
—12 B —0,98 4,014 51 —0,038 0,016 —0,01
-1 3 —0,222 0,519 6 - 0,012 —0,007
-1 = —0,071 0,18 62 —0,026 0,009 —0, 005
0 1 0 0,125 7 -+ 0,007 —0,003
® Zeichnung | ] =
7 -
6 -
5 -
4 -
| § : : |
-7 -6 5 6 7
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe (13)
eFunktion/Faktorisieren
f @)= 2242z +1

Nenner faktorisieren:
22 4224+1=0

122 4+22+1=0

—24+v22-4.1-1
T1/2 = 9.1

—-240
Tij2=——(H

240
T1/2 =

240 —-2-0

xry = T = D)
Ty =—1 To = —1

x1 = —1; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

1
f(2) (x+1)2
o Definitionsbereich: D=R\{-1;}
@ =

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-(z2+2x+1)—1-(2z+2)

— () —

= /@) (2 + 22+ 1)?

00— (22 +2)

(22 + 22+ 1)2

_ —2z —2

(22 22+ 1)2

_ —2x —2 (@) = —2x —2

zd+4x3 + 622 +4x+ 1 x4+ 423 + 622 +4x +1

P (@) = (=2) - (2% + 423 + 622 + 4o + 1) — (=22 — 2) - (423 + 122° + 122 + 4)
(x4 4 423 + 622 + 4 + 1)2
(—2x% — 823 — 1222 — 8x — 2) — (—82* — 3223 — 4822 — 322 — 8)
(x4 4 423 + 622 + 4o + 1)2
_ 62 + 2423 + 3622 + 247 + 6
(2t + 423 + 622 + 4o + 1)2
_ 6z* + 2423 + 362 + 24z + 6
28 4 827 4 2826 + 5625 + T0z* + 5623 + 2822 + 8z + 1
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
1=0
keine Loesung
e Grenzwerte und Asymtoten:

lim f(x)=0 lim f(x)=0
T—r00 r—r—00
Horizontale Asymptote: y = 0

lim1 f(x) =00
T—>—

Vertikale Asymptote: © = —1

e Vorzeichentabelle:
r<|-1|<x

flx)| + | 0 | +
zx€]—o0;—( U =100 f(z)>0 oberhalb der x-Achse
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

—2w—2=0 /+2
—2r =2 /:(-2)

ot 4 42® + 622 + 4+ 1
Nullstelle fiir Polynomdivision erraten: — 1
(z*  +42® 4627 4 H+1 ):(z+1) =z +327+3z+1

—(z*  +2?)
32> +627  +4x  +1
—(32%  +32?)

327 +4r  +1

—(32% +3x)
T +1
—(z  +1)
0

2+ 322 +3x+1=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1
(z®  4+32° 43z +1 ):(z+ 1) =2"+22+1

7(%3 +$2)
227 43z +1
—(22% +2x)
x +1
—(z  +1)
122422 4+1=0
2422 -4-1-1
x =
1/2 2.1
—2+40
Li/2 = 9
—24+0
L1/2 = 9
240 —2-0
€Tl = T2 =
2
xr1 = —1 To = —1
r<|—-1|<zx
ffl) | + 10| -

z €] —o00;—( f'(x) >0 streng monoton steigend

x €] —1;00] f'(r) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
z f(@) f'(z) f"(x) z | flx) | fx) | (@)
-7 = 0,009 0,005 0 1 —2,001 | 6,001
—63 0,033 0,012 0,007 5| 5 [-0,593]1,185
—6 2 0,016 0,01 1 7 —0,25 | 0,375

1 4

—5% a 0,022 0,015 15| 5 |-0,128[0,154
-5 = = 0,023 2 3 —0,074 | 0,074
—41 5 0,047 0,04 25 | 45 | —0,047 ] 0,04
—4 3 0,074 0,074 3 = -2 0,023
—-31 o 0,128 0,154 33| & | —0,022]0,015
-3 2 0,25 0,375 4 2 | —0,016 | 0,01
—27 3 0,593 1,185 47 10,033 | —0,012 | 0,007
-2 1 2,001 6,001 5 % | —0,009 | 0,005
—12 4 16,017 96,087 53 | 0,024 [ —0,007 [ 0,003
—1 | +unendlich 0 —unendlich 6 4—19 —0,006 | 0,002
—1 4 —16,017 96,087 63 | 0,018 [ —0,005 | 0,002
0 1 —2,001 6,001 7 2 | —0,004 [ 0,001
® Zeichnung | 8 -

i } j i i

-7 -6 -5 3 5
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe (14)
eFunktion/Faktorisieren

-1
flz) = 2 —6x+9
Nenner faktorisieren:

22 —6x+9=0

122 —624+9=0
+6+4/(—6)>—4-1-9

Ty/2 =

2-1
+6 + 0
xl/QZT
6+0
I1/2_T
6+0 6—-0
xl—T xQZT
xry = 1‘2—3

x1 = 3; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

T
e Definitionsbereich: D=R\{3;}
fz)= e S

VT 6r+9

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0 (2% —6x+9)—(—1)- (2x — 6)

=)= (22 — 62 +9)2

00— (22 +6)

(22 — 62 +9)2

_ 2z —6

(22 — 62 +9)2

_ 2z — 6 £ (z) = 20— 6

x4 — 1223 4+ 5422 — 108z + 81 x4 — 1223 4+ 5422 — 108z + 81

() = 2 (z* — 1223 + 5422 — 108z + 81) — (2 — 6) - (42> — 362 4 108z — 108)
(2% — 1223 + 5422 — 108z + 81)2
(2% — 2423 + 10822 — 2162 + 162) — (8z* — 9623 + 43222 — 864 + 648)
(x4 — 1223 + 5422 — 108z + 81)2
_ —6at + 722% — 32427 + 648z — 486
(2% — 1223 + 5422 — 108z + 81)2
_ —62% + 7223 — 32422 + 6482 — 486
28 — 2427 + 25226 — 151225 + 567024 — 1360823 + 2041222 — 17496 + 6561

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

—-1=0

keine Loesung

o Grenzwerte und Asymtoten:

lm f(r)=0  lm_f(r)=0
Horizontale Asymptote: y = 0

lim f (x) = o0

Vertikale Asymptote: © = 3

e Vorzeichentabelle:
r< |3 | <z

fl@) | = [0] -
x €] —00;3] U [3;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

2—6=0 /46
20=6 /:2

Lo o

x
x

ot — 1223 + 542% — 108z + 81
Nullstelle fiir Polynomdivision erraten:3
(z*  —122* 4542 108z 481 ):(x—3)=ax —92® + 272 — 27
—(z* —32%)
—92% 4542 108z  +81
—(—92°  +272°)

2747 —108z 481
—(272%  —8lx)
—27x  +81
—(—27z +81)
0

2® —92° + 272 —27=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:3

(z? —92? +272x =27 ):(zx—3)=z—62+9
—(z® =327
—62% 427w —27
—(—62? +18x)
9z 27
9z —27)
0

122 —624+9=0
+6+4/(—6)°—4-1-9

Ty/2 = 2.1

+6 =0
xl/QZT

6+0
$1/2—T
. _6+0 _6—0
1—72 962—72
SC1*3 Ty =

r<|3| <=z
fll@) ] — J0] +

z €]3;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend

z €] —00;3] f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
z fl@) | =) | (=) r f(z) f'(@) f"(z)
—7 | —=0,01 | —0,002 | —0,001 0 -1 —0,074 —0,074
—6% | —0,011 [ —0,002 [ —0,001 z — o —0,128 —0,154
—6 | —gr | —0,003]—0,001 1 — —0,25 —0,375
—51 [ —0,014 [ —0,003 | —0,001 | [ 1% -2 —0, 593 —1,185
=5 [ —z | -0,004 | —0,001 2 -1 —2,001 —6,001
—41 ] -0,018 [ —0,005 | —0,002 | | 21 —4 —16,017 | —96, 087
—4 —4—19 —0,006 | —0,002 3 | —unendlich 0 +unendlich
—32 ] 0,024 | —0,007 | —0,003 | | 31 —4 16,017 | —96,087
—3 | —& [ -0,009 | —0,005 4 —1 2,001 —6,001
—211-0,033 [ —0,012 [ —0,007 | |43 -3 0,593 —1,185
—2 | —Z% ]-0,016 | —0,01 5 —3 0,25 —0,375
1 4
—12 ] —& [-0,022]-0,015 | |53 —a 0,128 —0,154
) L —+ [ -0,023 6 —3 0,074 —0,074
—I 7 —%& [-0,047] —0,04 61 —25 0,047 —0,04
0 —1 10,074 | —0,074 7 — L = —0,023
® Zeichnung | ] —
74,
6A»
BAV
44,
.34,
.24,
1 34
—t —t—
-7 -6 -5 -4 -3 =2 -1 I 2 3
—1 4
_.2 1
_3 -
—4 4+
,5 -
,6 1
-7 4
_8 .
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe (15)

eFunktion/Faktorisieren

T
f(z)= 2
Zaehler faktorisieren:

x=0
r=0=2z=0
r1 =0; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

z2 =0

2=0=2=0

r9 = 0; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

fla) ==

T

e Definitionsbereich: D=R\{0;}
e Term gekiirzen

fl) =
fla) =
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung

, 0z —1-1
_f($>_ (x)g

8| —8 |~

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

1=0

keine Loesung

o Grenzwerte und Asymtoten:

lim f(z)=0 lim f(x)=0

T—r 00 Tr——00

Horizontale Asymptote: y = 0

lim f () = o0

z—0

Vertikale Asymptote: x = 0

e Vorzeichentabelle:
r<|0|<=x
fl@)| — 0] +

x €]0;00] f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o00;0] f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

r<|0| <=z
ffl@) | — 10| -

x €] —o00;0] U ]0;00[ f'(x) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
x| flz) | f(=) f"(x) x| flx) | fi=) | f(=)
—7 -1 -5 —0, 006 0 [ ndef. | 73463 | n.def.
—6% | —= [-0,024 | —0,007 7 2 | —4,002 | 16,009
I 1
—6 | -4 —+= | —0,009 1 1 —1 2
—51 | —% [-0,033 | —0,012 1] 2 [-0,444] 0,593
I 1 1
—45 _? _§ — ,1 2 ? Yy )
741 = = - 31 ; —0,111 0,074
—31 = - = —0,047 37 7 —79 0,?47
-3 | —% |[-0,111] —0,074 4 1 —L =
—2l [ —271-0,16 | —0,128 | [4L] 2 —sr | 0,022
-2 — —0,25 | —0,25 5 z —5 0,016
—17 | —2 [-0,444] —0,593 55| & [-0,033] 0,012
-1 | -1 —1 -2 6 z —2% | 0,009
—5 | —2 [—4,002]-16,009 | [65| % [—0,024[ 0,007
0 [ndef. | 734635 | n.def. 7 7 —45 | 0,006
® Zeichnung | 8
74»
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
-3z + 3
f(z)= 2

Zaehler faktorisieren:
—3r+3=0

—3z+3=0 /-3
—3z=-3 /:(-3)

€r =

r1 =1; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

22 =0

2=0=2=0

x9 = 0; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

—3(z-1)

fla)=——73—

o Definitionsbereich: D=R\{0;}
-3z +3

fla)=—73—

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(=3) 2% - (=3x+3)-2x

= f/ ({E) = (562)2
(—32?) — (=622 + 62)
- (22)?
_ 3z% — 6
(2)?
2 _ 2 _
_ 3z = 6a:f, (z) = 3z = 6z
,, 6z —6) - 2t — (322 — 6x) - 4a3
(62 — 6a*) — (1225 — 24a*)
- (z4)?
—62° + 1824
NG
_ —62° + 1824
=——

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

-3x+3=0

x3 = 1; 1-fache Nullstelle

o Grenzwerte und Asymtoten:

lim f(x)=0 lim f(x)=0
T—r00 r—r—00
Horizontale Asymptote: y = 0
lim / (2) = oo

Vertikale Asymptote: x = 0

e Vorzeichentabelle:
r< |0l << |l | <2z

fl)y| + |0 + 0| —
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

x €] —o00;0] U ]0;1[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €]l;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
2Br—6)=0=>2=0 A 32—-6=0
3x—6=0 /46

3z =6 /:3
¢
3
xr =2
t=0=2=0
r< |0 <zx<|2|<2x
ffx)y| + |0 - 0| +
r €] —o00;0[ U ]2;00] f'(z) >0 streng monoton steigend

z €]0;2[ f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
z f(z) f'(@) f"(z) x f(z) f'(@) f" ()
-7 % 0,079 0,025 0 | 4unendlich 722040% —unendlich
—61% 0,533 0,093 0,032 z 6 —36, 046 240, 235
—6 = 3 = 1 0 —3,001 12,003
57 0,645 0,135 0,056 13 -2 —0,445 1,778
-5 = 0,168 0,077 2 —= 0 0,375
1 22 1 18
—47 = 0,214 0,11 23 -3 0,096 0,077
—4 2 0,281 0,164 3 —2 0,111 0
I 5 1 30
—37 15 0,385 0,26 33 -2 0,105 —0,02
-3 1z 0,556 0,444 4 —= 332 —0,023
-2 131 0,864 0,845 43 — % 0,082 —0,022
-2 21 1,5 1,875 5 5 0,072 —0,019
—13 33 3,111 5,334 53 —0,446 0,063 —0,016
-1 6 9,002 24,005 6 - = —
-3 18 60, 059 336, 288 65 —0,391 0,049 — %
0 +unendlich —22040% —unendlich 7 - g 0,044 —0,01
¢ Zeichnung 8 =
7 4
6 -
5 4
4 =4
.3 4
.2 4
1 34
L Il Il Il I} I} Il I} Il Il Il Il |.
[ T T I I I I I I I I I 1
-7 -6 -5 -4 =3 -2 -1 1 2 3 7
—1 +
_.2 £
_.3 €1
—4 4
,5 €1
,6 41
—7 4
_8 .
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe (17)

eFunktion/Faktorisieren
2z 41

T =233

Zaehler faktorisieren:

20 +1=0

20+1=0 /=1
2x = —1 /2

-1
r=—
2
1
r=—=
2
1

T = —5 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
22 4+4=0

lz?+4=0 /-4

122 = -4 /1
—4

2= —

keine Losung

Faktorisierter Term:

2(x + %)
TW =Tty
e Definitionsbereich: D=R
fla) = z+1

z2+4

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
2- (22 +4)— (2x+1) 2z

— _

(227 +8) — (42? + 22)

o (22 4 4)2

_ —22% — 27 + 8

B (22 +4)2

_ —2w2—2x+8f,(x) _ —222 — 22+ 8

- 2t + 822416 2t + 822+ 16

£ () = (—4x —2) - (z* + 822 + 16) — (=222 — 22 + 8) - (423 + 162)

(2% + 822 1 16)2
(=425 — 22* — 322% — 1622 — 642 — 32) — (—82° — 8x* — 3222 + 128x)

B (24 + 822 4 16)2
_ 425 + 62 — 3223 + 1622 — 1922 — 32

B (x* + 822 + 16)2

B 42° + 62* — 3223 + 1622 — 1922 — 32
28+ 1626 + 9624 + 25622 + 256

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zaehler =0
204+1=0

Ty = f%; 1-fache Nullstelle

o Grenzwerte und Asymtoten:
lim f(z)=0 li)m f(x)=0
x —0o0

rT—0o0

Horizontale Asymptote: y = 0

e Vorzeichentabelle:
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

T < —% <z
fl@) | — [ 0| +
1
x €] — 5 oo[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

1
x €] — o0; —5[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

—222 — 22 +8=0
+2i\/(—2)2—4-(—2).8

/2= 2-(~2)
+24 /68
'/EI/Q = T
2+ 8,246
$1/2 = T
2+ 8,246 2 — 8,246
r]=— r9g = ———

—4 —4
T1=-2,562 a5 =1,562

u = z> u? = z*
1u® +8u+16 =0
—8++82—-4-1-16
u =
1/2 2.1
-840
Uij2 = ——5
—8=£0
Uy/2 =
—8+0 —-8—-0
U1 = =
1 D) U2 B
Uy = —4 Ug = —4
22 = —dr = +V/—4
Diskriminante negativ keine Losung
22 = —do = +v/—4

Diskriminante negativ keine Losung
< | —2,062 | <x<|1,562| <z
fllx) | - 0 + 0 —

x €] —2,562;1,562] f'(z) >0 streng monoton steigend

x €] —o00;—2,562] U ]1,562;00] f'(x) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
x f(x) fi) | (=) z | f(x) | fx) | f'(z)
-7 [ =L 1-0,027 | —0,005 0 : 0,5 | 0,125
—61 0,259 | —0,03 | —0,005 N 0,36 | —0,391
—6 | —II"-0,033 [ —0,006 1 s 0,16 | —0,368
53 | —0,292 [ —0,035 [ —0,006 | |1 [ 22 0,013 | —0,217
_5 = | —0,038 | —0,005 2 2 —0,062 | —0,094
1 32 1 24
—43 | =2 [ -0,04 [-0,002 | [22] 2 | —0,09 | —0,026
4 —& —= 0,003 3 = | —0,095 [ 0,005
1 24 1 32
—37 & —0,036 | 0,014 33 & —0,(389 0,016
-3 —> [ -0,024 [ 0,037 4 = - 0,019
—25 | —3% [ 0,005 | 0,081 43| 5 [ 0,071 ] 0,018
-2 -3 0,063 | 0,156 5 55 | —0,062 [ 0,016
-1 ] -% 0,166 | 0,262 53 [ 0,35 | —0,054 | 0,014
) —1 £ 0,336 6 12 | 0,048 ] 0,012
—2 0 0,471 | 0,221 65 | 0,303 | 0,042 | 0,01
0 3 0,5 | —0,125 7 2 | -0,037] 0,009
® Zeichnung | ] —
.7A,
64»
54»
44»
.3A,
Qay
1 34
| — -
-7 =6 =5 —t——=85—=7 -1 2 3
_.]_ =4
-2 L
,.3 €1
—4 4
_5 =4
_6 1
_.7 1
_8 .
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe (18)

eFunktion/Faktorisieren
—x+2

f (x) - xz —_4

Zaehler faktorisieren:

—z+2=0

—lz+2=0 /—2
—lze=-2 /:(-1)

r = —F

x1 = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
22—4=0

22 —4=0 /44
2=4 /:1

4
2—7
T
x:i\/i
.13122 1‘2:—2

r9 = —2; 1-fache Nullstelle
x3 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

B —(z—-2)
“@‘mx+m@_m

e Definitionsbereich: D=R\{-2;2;}
e Term gekiirzen

~1
J @)= —

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
0-(x+2)—(-1)-1

— ) = AL
_0- ()
C (z+2)?
_ 1
(x +2)?
_ 1 , _ 1
_x2—|—4ac—|—4f (x)_a:2+4x+4
" _0~(x2+4x+4)—1~(2x+4)
Fhiw) = (22 + 4z + 4)?
_ 0—(2z+4)
(22 4+ 4a + 4)2
_ —2x—4
(22 44z + 4)2

B —2x —4
Tt 4+ 83 4+ 2422 + 322 + 16

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

—-1=0

keine Loesung

e Grenzwerte und Asymtoten:

li_>mf(x):0 Er_n f(x)=0
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Horizontale Asymptote: y = 0
lim f(z) =00
r——2

Vertikale Asymptote: x = —2

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <z
fl)| + | 0] -

x €] —o0;—2[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —2;00] f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

122+ 42 +4=0
—44++/42—-4.1-4

T1/2 =

2.1

—44+0
1‘1/2=T

—44+0
T1/2 =
. _ —4+0 - _—4-0
T 2T
xr, = —2 Ty = —2

fle) ] + 10 ] +
x €] —o0;—2[ U ]—2;00]

f'(z) >0

streng monoton steigend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
z f(@) f'(x) f"(z) z | f(x) | fl(z) | (=)
-7 : 2= 0,016 0] -3 [0,25] —0,25
—65 z = 0,022 3| —2 10,16 | —0,128
1 1 1 1
—61 ] I 25 11 3 0,}111 —0,074
5% z = 0,047 12| -2 5 | —0,047
-5 3 0,111 0,074 2 [ ndef | & n.def.
1 2 1 2 4
—47 : 0,16 0,128 21| -2 & [-0,022
—4 3 0,25 0,25 3 -+ 2 | —0,016
-3 £ 0,444 0,593 33| —75 [0,033] —0,012
1
-3 1 1 2 41 —¢ 2 | —0,009
-2 2 4,002 16,009 43 | =5 10,024 | —0,007
—2 | funendlich | =73465 | —unendlich 5 -1 25 | —0,006
-1 —2 4,002 —16,009 55 | —& [0,018 | —0,005
1 1

-1 -1 1 -2 6 | —% & | —0,004
-3 —2 0,444 -0, 593 65 | —= [0,014 | —0,003
0 -3 0,25 —0,25 7 —3 2r | —0,003

o Zeichnung 8 -

.7A

6A
i
4 5
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe (19)

eFunktion/Faktorisieren

4r+1
flz)= 2 422 +1
Zaehler faktorisieren:

dr+1=0

dr+1=0 /-1
4r = —1 /4

P
T4
_ 1

Ty

1
T = -7 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
22 4+22+1=0

122 +22+1=0

2422 -4-1-1
Ty/2 = 2.1

—24+40
Trj2 = —FH

—240
T1/2 =

240 —2-0

xr1 = To = B
.’E1:—1 1’2:—1

r9 = —1; 2-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

4(z+73)
T = sz
o Definitionsbereich: D=R\{-1;}
fla)— —2r+1
2242241

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
o A @ +22+1) - (de+1)- (224 2)
=)= (z2 4 2z + 1)?

(422 4+ 8z +4) — (822 + 102 + 2)

(22 + 22+ 1)2

—4z? — 21 + 2

(22422 +1)2
—4x% —2x 42 —4x% — 22+ 2

_ / _
_x4+4m3+6x2+4x+1f () x4+ 423 + 622 + 42+ 1

£ () = (—8z —2) - (z* + 423 + 622 + 4z + 1) — (—42? — 22+ 2) - (423 + 1222 + 122 + 4)
(x* + 423 + 622 4+ 42+ 1)?
(—8z° — 34z* — 562% — 442% — 162 — 2) — (—162° — 562* — 642> — 1622 + 167 + 8)

(x* 4 423 + 622 + 4 + 1)2

 8a° 4222 + 823 — 2822 — 32z — 10

B (z* + 4a3 + 622 + 4o + 1)

_ 8z° 4 22" 4 82 — 2822 — 32z — 10

28 + 827 + 2828 + 5625 + 70z + 5623 + 2822 + 8z + 1

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zaehler =0

4r4+1=0
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

1
T3 =~ 1-fache Nullstelle

o Grenzwerte und Asymtoten:
lim f(x)=0

T—r00

Horizontale Asymptote: y = 0
lim f(z) =00

rz——1

Vertikale Asymptote: x = —1

e Vorzeichentabelle:

1T,/ () =0

r< |-l <ax<|—

=

<x

fl@)| = 10 - 0

+

z€]—1i00[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

z€l—o0;—( U J-1;—4]

f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

— 42?2 —22+2=0

+21\/(—2)2—4.(—4).2

T1/2 = 2.(_4)
+2 ++/36
xl/Q:T
24+6
2= g
246 2—6
nETy Ty
1
.1‘1:—1 332:5

2t + 42 + 622 + 42 + 1

Nullstelle fiir Polynomdivision erraten: — 1

(z*  +42® 4627 4 1 ):i(z+1) =25 +322 +3z+1
—(1’4 +I3)
32 +6z° 4z +1
—(32%  +32?)
327 44z +1
—(32®  +3x)
T +1
—(z  +1)
0

22 4+3224+32+1=0

Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1
(z* 432> 43z +1 ):(z+1)=2>+22+1

—(z® 42
212 +3x +1
—(22%  +2x)
x +1
—(z  +1)
0
122 4+224+1=0
—24+v22-4-1-1
Ty/2 = 9.1
240
=Ty
—240
Ty/2 = B
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

-240 -2-0
xr1 = To = B

.1312—1 $2=—1

r< |-l <z<

<x

3
)| - 0 + 0

1
z€]—1;=[ f'(z) >0 streng monoton steigend

2

1

z€l—oo—( U Jz500[ f(x) <0

2

streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
x f(@) f'(z) f"(z) z | fl@) | f(=) f"(z)
—7 -3 -2 —0,051 0] 1 2,001 [ —10,003
—61% —0,826 —0,168 —0, 068 z 13 0 —1,185
—6 -z —0,208 —0,093 1 17 [ -0,25 | —0,125
1 1 1 3
57 -1 —0,263 —0,132 12 [ 15 | 0,256 | 0,051
-5 -1 —0,344 —0,195 2 1 -2 0,074
—43 —147 —0,466 | —0,307 25 | 33 [ 0,187 [ 0,067
—4 -1z —0,667 —0,519 3 = —= 0,055
-3 —2= 1,024 | —0,973 331 3 [-0,132] 0,044
-3 -2 —1,75 —2,125 4 % | —0,112] 0,035
-2 —4 —3,556 —5,926 47 10,628 [ 0,096 | 0,028
-2 —7 —10,002 | —26,005 5 = - 0,023
-1z —20 —64,061 | —352,296 53 | 0,544 [ —0,073 [ 0,019
—1 | —unendlich | 2938737 | +unendlich 6 2 | 0,064 [ 0,016
—1 —4 32,044 | —224,227 65| 5 [-0,057] 0,013
0 1 2,001 —10,003 7 & [ -0,051 ] 0,011
¢ Zeichnung 8 =
7ay
6A,
5A,
44,
SA,
QA,
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eFunktion/Faktorisieren

Zaehler faktorisieren:

22 =0

2=0=2=0

r1 =0; 2-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
rz=0

r=0=2z=0

r9 = 0; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

e Definitionsbereich: D=R\{0;}

e Term gekiirzen
z

fla)=+

Aufgabe

(20)
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Gebrochen-rationale Funktion

eWertetabelle
e | flo) | ) | ['(@) | [z | flz) | f(x) | f(2)
-7 -7 1 0 0 | n.def. 1 n.def.
—6% | —63 1 0 z z 1 0
-6 | —6 1 0 1 1 1 0
—53 | —5% 1 0 13| 13 1 0
-5 | -5 1 0 2 2 1 0
-4 | —43 1 0 2; | 21 1 0
—4 | —4 1 0 3 3 1 0
-3z | —33 1 0 33| 3% 1 0
-3 | -3 1 0 4 4 1 0
T 1 1 1
—27 | —2% 1 0 47 | 43 1 0
-2 | -2 1 0 5 5 1 0
-1 [ -1 1 0 55 | 53 1 0
-1 | -1 1 0 6 6 1 0
1 1 1 1

-1 -3 1 0 63 | 63 1 0
0 | n.def. 1 n.def. 7 7 1 0

® Zeichnung g -

.7 -

6 -

5 -

4 -

.3 .

2

1 -
| | | | | | | | |
I T T T T T T T T
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2

—1 4

—_9

—3

—4 4

—5

—6

—7 4

—8 -
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
2
x
E—
Zaehler faktorisieren:
22 =0
?=0=2=0
r1 =0; 2-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
r—2=0
r—2=0 /+2
T =2
xo = 2; 1-fache Nullstelle
Faktorisiert%r Term:
x
e Definitionsbereich: D=R\{2;}
2
x
f@) = -
Polynomdivision :
(z? Y:i(z—2)=z+2
—(2* —2z)
2x
—(2z —4)
4
4
f(.’L') =x+ 2 + m
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
22 (v —2)—a?-1
_ g _
- f ({E) (1, _ 2)2
(22 —4z) —a?
(z —2)?
_ r? —4x
~ (z-2)2
2% — 4dx 2 — 4z
= T2 f/ (Z‘) = 32
4 —4dx +4 zt -4 +4
7 (@) = (22 —4) (2% — 4 +4) — (22 —42) - (22 — 4)
N (22 — 4z + 4)2
_(22° —122% 4 242 — 16) — (22° — 1222 4 16x)
(22 —4a 4+ 4)?
~ +8x—16
(22 — 4z + 4)2
. +8x — 16
x4 — 8x3 + 2422 — 32x + 16
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
22 =0
xg3 =0; 2-fache Nullstelle
o Grenzwerte und Asymtoten:
lim f(z)=—o0 lim f(z)=—o0 lim f(z)=—00

T—r 00 Tr—r—00 Tr—r00

Schiefe Asymptote:y = x + 2
lim f (z) = o0
T—2

(21)
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Vertikale Asymptote: x = 2

e Vorzeichentabelle:
r< |0l <ax<|2|<z
fl@)| — 0] — |O[ +

x €]2;00] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o00;0] U ]0;2] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
2(rx—4)=0=>2=0 A z—4=0

z—4=0 /+4

r=4

122 —4z+4=0
+444/(—4)°—4-1-4

T1/2 =

2.1
+4+£0
Ti/2 = —(f
440
Lij2 = —5—
_4+() _4—0
$1—72 $2—72
x1 =2 To =2
r<|0l<zx<|2|<z<|4d|<x
fllz) | + |0 — 0 — 0] +

r €] —00;0] U 400 f'(z) >0 streng monoton steigend

x €)0;2[ U ]2;4] f'(x) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion

eWertetabelle
z | fle) | fi(z) | f"(=2) T f(@) f'(@) f"(@)
-7 | =55 | & [-0,011 0 0 0 —1
—61 [ —42710,945 | —0,013 z —z —0,778 —2,371
6 | 4L | D L 1 —1 —3,001 —8,001
—5% [ =435 [ 0,929 [ 0,019 | [ 1% —43 —15,009 | —64,035
-5 | -32 | & [-0,023 2 | +unendlich | 293883% | —unendlich
—41 1 -3210,905 [ —0,029 | |21 121 —15,009 | 64,035
—4 | 22 8 —= 3 9 —3,001 8,001
—31 ] —25, 10,868 —0,048 | |31 8% —0,778 2,371
-3 [ -1z [ Z [-0,064 4 8 0 1
—27 | 15 10,802 | —0,088 | |43 845 0,36 0,512
—2 1 =1 0,75 [ —0,125 5 83 0, 556 0,296
—11 [ =2 10,673 ] —0,187| |51 82 0,673 0,187
-1 [ =% [0,556 | —0,296 6 9 0,75 0,125
—1T 1 -L710,36[-0512| [61 9% 0,802 0,088
4 21

0 0 0 —1 7 92 Z 0,064
® Zeichnung | ] —+—

.7a,

6A»

5A»

4a,

.3%,

.2a,

1 =4

% % ‘
2 4 5
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
—x2

fla)=—

Zaehler faktorisieren:

—22=0

??=0=2=0

r1 =0; 2-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r+3=0

z+3=0 /—3
T =-3
r9 = —3; 1-fache Nullstelle

Fal«:torisierter2 Term:

F@) =53

e Definitionsbereich: D=R\{-3;}
2
fla) =

—x
T +3
Polynomdivision :
(—a? )i(x+3)=—2+3
—(—2* —3z)
3z
—(3z  49)
-9

f(x):-x+3+_—93

x
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(—2z) - (2 +3) — (—2%) -1

= @)= (@ +3)?

~ (—22% — 62) — (—a?)

B (x+3)?

_—x2—6x

(7 +3)2

_ —r? —6x _ —2? — 6x

_x2—|—6m—|—9f (x)_:r2+6x+9

£ () = (=22 —6) - (22 + 62 +9) — (—2* — 62) - (2z +6)

(2 + 62 +9)2
(=223 — 1822 — Hdx — 54) — (—223 — 1822 — 36)
(22 4 6x +9)?

18z 54
(22462 +9)2
—18x — 54

T 24+ 1223 + 5422 + 108z + 81

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

—22=0

xg3 =0; 2-fache Nullstelle

o Grenzwerte und Asymtoten:
lim f(z) =—o00 lim f(z)=—o00 lim f(z)=—00
T—r 00 Tr—r—00 Tr—r00

Schiefe Asymptote:y = —x + 3
lim f(z) =00
r——3

(22)
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Vertikale Asymptote: x = —3

e Vorzeichentabelle:
r< | 3| <z<|0|<z
flx) | + 0 — 0| —

x €] —o0; =3[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —3;0] U ]0;00[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
2(-x—6)=0=>2=0 A —-z-6=0
—lz—-6=0 /+6
—1lx=6 /:(=1)
6

r=—
-1
r=—6

122 4+62+9=0

—6+v62—-4-1-9
Ty1/2 = 9.1

—6+0
T1/2 = 5

—6+0
Ty/2 = 9

—6+0 —6-0

xr1 = T2 = B)
xl——S ,152——3

r<|—-b6|<z< |3 |<zx<|0|<z
flle)| — | 0 + 0 + 0| —
r€]—6;-3[ U |—-3;0[ f'(r) >0 streng monoton steigend

z €] —o00;—6[ U ]0;00[ f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
x f(z) f'(z) f"(z) z | fle) | fix) | ["(z)
—7 121 —0,437 0,281 0] o 0 —0,667
—63 124, —0,265 0,42 s | =34 [-0,265] —0,42
—6 12 0 0,667 1| —3 [-0,437 [ —0,281
-5 1255 0,44 1,152 15[ —5 [ 0,556 | —0,198
-5 125 1,25 2,25 2 [ -2 | —0,64 | —0,144
—43 135 3 5,334 25 | =155 [ —0,702 | —0,108
—4 16 8,001 18,002 3] -1 ] -2 -
-3 243 35,02 144,078 33 | =133 [ —0,787 [ —0,066
—3 | —unendlich —66123% +unendlich 4 72% — % —0,052
1 I I 7 21
—23 —123 35,02 —144,078 43 |2 -2 [-0,043
-2 —4 8,001 —18,002 5 [ 35| -5 [-0,035
1 1 I 19
—13 -1z 3 —5,334 53 | =337 [ 0,875 [ 0,029
-1 —2 1,25 —2,25 6 | —4 -3 -=
1 1 1 17
-1 -+ 0,44 —1,152 63 | -4 ] —0,9 [ —0,021
0 0 0 —0,667 7 [—45 | —0,91 [ -0,018
¢ Zeichnung 8 =
7ay
6A,
5A,
4 +
.SAV
.QA,
1 1

www.fersch.de 68



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
2?2 4+3z+9
I =518

Zaehler faktorisieren:
22 4+324+9=0

122 4+324+9=0

—3+v32-4-1-9
Ty/2 = 9.1

-3+ /-27
Tij2 = —

Diskriminante negativ keine Losung

Nenner faktorisieren:
6x+18=0

6r+18=0 /—18

6r=-18 /:6
~18

T=—

6
T=-3
x1 = —3; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

~ (#*+3z+9)
T@ = =53
e Definitionsbereich: D=R\{-3;}
22 +32+9
T®) = 18
Polynomdivision :
(z® 43z +9 ):(6z+18)=1ix
—(z* +3z)
9
1 9
J@) = 5o+ s

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
)= (22 +3) - (6x +18) — (2> + 32 +9) - 6
(6 4 18)2
(1222 + 54z + 54) — (622 + 18z + 54)
(6 + 18)2

_ 622 + 36

(62 +18)2

B 622 + 36 , B 62% + 36z

= 3602 12160 13217 ®) = 3622 1 o160 + 324

(12 + 36) - (3622 + 2162 + 324) — (622 + 362) - (72x + 216)

1" o
fhiw) = (3622 + 2162 + 324)2

(43222 + 388822 + 11664z + 11664) — (43223 + 388822 + T776x)

(3622 + 2162 + 324)2
+3888z + 11664

(3622 + 2162 + 324)2
43888z + 11664

~ 12962* + 1555223 + 6998422 + 139968z + 104976

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
2’ +32+9=0

o Grenzwerte und Asymtoten:
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

1
Schiefe Asymptote:y = 5%
Jim, ) =

Vertikale Asymptote: x = —3

e Vorzeichentabelle:
r< | -3 |<=x
fl@)| — | 0] +

x €] —3;00] f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0; =3[ f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

z(6x4+36)=0=>2z=0 A 6x+36=0
6x+36=0 /—36
6r=-36 /:6

Lo 36
6
xr=—6

3622 4+ 2162 + 324 =0
—216 + /2162 —4-36 - 324

T1/2 =

236
. _ —216++0
2=
_ —216£0
1‘1/2—772
.  —216+0 - =216 -0
T 2T
.1312—3 .’1322—3
r<|—-6|l<zx<|-3|<z<|0|<x
fllx)| + | 0 — 0 - 0| +

x €] —o00;—6[ U ]0;00[ f'(z) >0 streng monoton steigend

r€]—6;-3[ U ]-3;0] f'(z)<0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle

x f(@) f'(z) f"(z) x f(lar) f'(@) | (=)
771 flﬁ = -Z (1) 2 0 [o,111
—6% —1$ 0,044 —0,07 z s 0,944 0,307
_561 _11351 00073 _8’ 1519; 111 o i 0 607‘33

2 60 ) ’ 2 12 54 ’
-5 -15 —0,208 —0,375 2 3 = 10,024
—41 —-13 —0,5 —0, 889 23 0,689 [ 0,117 [ 0,018
—4 —2z —1,334 -3 3] 3 3 7
—-31 -35 —5,837 —24,013 33 10,814 10,131 | 0,011
—3 | 4+unendlich | 11020,575 | —unendlich 4 % 0,136 | 0,009
-2 25 —5,837 24,013 43 & = 0,007
-2 1z —1,334 3 5 [ 15 0,143 0,006
-1 s —0,5 0, 889 53 | 1,093 [ 0,146 | 0,005
-1 = —0,208 0,375 6 | 1% > 10,004
—3 s —0,073 0,192 65 | 1,241 [ 0,15 [ 0,003
0 z 0 0,111 7 | 1z [0,152]0,003
® Zeichnung | 8 =
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eFunktion/Faktorisieren
z? —5r+6
f@) = ——7F—

Zaehler faktogsieren:
22 —5x4+6=0

122 - 52 +6=0

+5+4/(=5)°—4-1-6

Ty/2 = 9.1

+5++/1
T1/2 = B

5+1
xl/Z—T

5+1 5—1

xl_T 2:T
xr1 = ])2:2

r1 =2; 1-fache Nullstelle
x9 = 3; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r—2=0

z—2=0 /+2
=2
r3 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erterz’)lzerng)
x—2)(z—
f(@)= W

o Definitionsbereich: D=R\{2;}

e Term gekiirzen

floy= Y

Aufgabe

(24)
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
z | fl) | fa) | @) | | e | fx) | fa) ] [(=)
-7 [-10] 1 0 0] -3 1 0
—63 [ 93] 1 0 z | —22 1 0
—6 [ 9] 1 0 1] -2 1 0
53 [ 83 1 0 12| —13 1 0
-5 -8 1 0 2 | n.def. 1 n.def.
-4 [ -3 1 0 2: | —3 1 0
-4 =711 0 3 0 1 0
-33 | 63 [ 1 0 331 3 1 0
3 [ -6] 1 0 4 1 1 0
T 1 1 1

27 [ -5z 1 0 43 [ 13 1 0
2 5] 1 0 5 2 1 0
-13[-43] 1 0 55 | 23 1 0
—1 [ -4 ] 1 0 6 3 1 0
-2 | -3i] 1 0 63 | 3% 1 0
0 [ 3] 1 0 7] 4 1 0

® Zeichnung 8

.7 -

6 -+

5 -+
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren

22% — 8
T@) = s —s
Zaehler faktorisieren:
20 —8=0

222 —8=0  /+8
202 =8  /:2

8
2—7
Ty
r=+V4
.’£1:2 1’2:72

x1 = —2; 1-fache Nullstelle
r9 = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
— 222 482 -8=0

— 22248 —-8=0
—84 /82 —4-(=2)-(-8)

Ty/2 =

2-(=2)

-840
S

—8=£0
Ti/2 = )

—8+0 —-8—-0

xry = ) To = )
I1—2 1‘2—2

x3 = 2; 2-fache Nullstelle

Faktorisi2e(rter ’2I‘)e(rm: 2)

x + T —

f(iC) - —2(3)—2)2

e Definitionsbereich: D=R\{2;}
e Term gekiirzen

_ 2(x+2)
f(z)= m
2z +4
T ==
Polynomdivision :
2z +4 ):(—2x+4)=-1
—(2z —4)
8

8
flo) ==+ =5
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
2-(=2z+4) - (2z+4)-(-2)

i _
= /@)= (—2z + 4)2
_ (~4z+8)— (—dz - 8)
(—2z 1 4)2
416
(=22 +4)2
B 116 o 16
=12 1ee1 167 W T I 16 1 16
iy = (422 — 16z + 16) — 16 - (8z — 16)

(422 — 16z + 16)2
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

0 — (1282 — 256)

(422 — 162 + 16)2
—128z + 256

(42% — 162 + 16)2
—128z + 256

~ 162% — 1287° + 38422 — 512z + 256

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zaehler =0
20 4+4=0
ry = —2; 1-fache Nullstelle

e Grenzwerte und Asymtoten:

. 2
Jm fr) = =5 =1
Horizontale Asymptote: y = —1
lim2 fx)=00
T—r

Vertikale Asymptote: x = 2

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <z<|2|<=z
flz)| - 0 + 0] —

x €] —2;2] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o0;—2[ U 2500 f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

422 — 162 + 16 =0
+16 + \/(716)274o4~16

Ty/2 =

2-4

+16 + 0
.

16+ 0
Tij2 = —g

16+0 16 — 0
nETy Ty
.’21:2 1’2:2

r<|2| <z
fllx)y | + [0 +

T €] —00;2] U ]200 f'(z) >0 streng monoton steigend
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Gebrochen-rationale Funktion

eWertetabelle
z | flx) | f'(z) | f'(z) z | f(x) f'(x) f"(z)
-7 [ -2 | & [o011 0 1 1 1
—63 | —% [ 0,055 | 0,013 z 12 1,778 2,371
-6 | -1 = = 1 3 4,001 8,001
53 | —15 [ 0,071 | 0,019 13 7 16,009 64,035
-5 | -2 | 45 [0,023 2 [ n.def. | —293875F | n.def.
—47 [ = 10,095 0,029 [21] -9 16,009 | —64,035
-4 -1 3 = 3] -5 4,001 [ —8,001
-32 | —= 0,132 0,048 33 | 32 1,778 —2,371
-3 | -+ | & 10,064 4] -3 1 -1
—25 | —5 10,198 10,088 | [45 | —23 0,64 —0,512
—2 0 0,25 | 0,125 5 | 25 0,444 —0,296
—17 | 1 [0,327]0,187 55 | —21 0,327 —0,187
-1 5 10,444 0,296 6 -2 0,25 —0,125
— 2 [ 0,64 [0,512 65 | 1% 0,198 —0,088
0 1 1 1 7] -1z = —0,064
® Zeichnung | g -

% % % % % %

— - = 2 3
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
22 +2r+1
f @) = 222 4 22

Zachler faktorisieren:
22 422+1=0

122 +22+1=0

—24+v22-4.1-1
Ty/2 = 9.1

—2440
1‘1/2=T

—240
e

-240 —-2-0

r1 = To = 9
Ty =—1 To = —1

x1 = —1; 2-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

222 + 22 =0

22z +2)=0=>2=0 A 22+2=0
204+2=0 /-2

2r = —2 /2

r9 = —1; 1-fache Nullstelle
xg =0; 1-fache Nullstelle

Faktorisie(zrter rl;%rm:

z+1

I )= 2(x + 1)z

¢ Definitionsbereich: D=R\{-1;0;}
e Term gekiirzen

_(z41)
=
T
f(x) =
Polynomdivision :

(z +1 ):(22) = %
—(2)

1

1 1
fl@)=5+5;
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
1 2z—(z+1)-2

— ) = R
22— (22 +2)
(202
- (0

=2 )

w2 I(Ox)4:24xz( 2)-8
[ () = (122
0 (~162)

o (4a2)?
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

16x
(422)?
_ 16x
T 1624

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

r+1=0

x4 = —1; 1-fache Nullstelle

e Grenzwerte und Asymtoten:
1 1
lim f(z)=-==

T—00 2 2 )
Horizontale Asymptote: y = 3
lim f(z) = o0

z—0

Vertikale Asymptote: x = 0

e Vorzeichentabelle:
r<|-l|l<z<|0|<zx
flx) | + 0 — 0| +

x €] —oo;—( U ]0;00[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —1;0[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
2 =0=>z=0
r<|0| <z

file)| = ]0] =

x €] —00;0] U ]0;00 f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
z f(z) f'(x) f"(@) z f(z) f'(@) f"(@)
-7 2 — 5= —0,003 0 | +unendlich | 36733 | —unendlich
—61% = —0,012 —0,004 z 11 —2,001 8,004
—6 3 — —0,005 1 1 —0,5 1
—53 = —0,017 | —0,006 13 : —0,222 | 0,296
-5 z — 5 —0,008 2 3 —0,125| 0,125
—43 5 — —0,011 23 15 —0,08 0,064
) 3 L T 3 2 T T
I g 322 64 I g 128 27
—37 u ~1 —0,(1)23 33 1 ~ 0,?23
S = e o b
-2 = —0,08 —0, 064 47 3 —= 0,011
—2 1 —0,125 —0,125 5 2 —= 0,008
-1 7 —0,222 —0,296 53 = —0,017 0,006
—1 n.def. —0,5 n.def. 6 = — % 0,005
—3 —3 —2,001 [ —8,004 65 32 —0,012 0,004
0 +unendlich 3673% —unendlich 7 % - % 0,003
® Zeichnung | 8 -
7 -
6 -
5 -
# % % # # #
-7 -6 -5 —4 5 6
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
ot 2o+ ]

f(x): 1

2
Zachler faktorisieren:

X1 - 3 To = s —
3

Tr1 = —0,257 Ty = 1,457

r1 = —0,257; 1-fache Nullstelle

x9 = 1,457; 1-fache Nullstelle

Faktorisierltgzr Term:
—z(x+ 0,257
fz)=—2

e Definitionsbereich: D=R

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion

2% 4 1 2
flw)=3a% = co— 5 = 2w +0,257)(x — 1,457)

~—

(x — 1,457)

(SIS

2 4 1 2 2 1
P = [ (ot~ ga = i = o~ 2ot~ fawe

o Definitions- und Wertebereich: D=R W =](-0, 49),

o Grenzwerte:

lim f(x):[§~ooz]:oo

Jim @) =[5 (~00)] = o0

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse

2 4 1
Flem) =3 (=5 (-a) - 4
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

_2. 4 1
f(x)—gx e 4—0
2, 4 1
2
s/ a3 ()

oo
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

4 23
+2+ 18
T1/2 = 711
3
241,143
3
2+1,143 41,143
1= 11 T2 = 11
3

3
Tr1 = 1,457 Ty = —0,257
r1 = —0,257; 1-fache Nullstelle
xo = 1,457; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r< | —0,257 | <x< | 1,457 | <=z

flx) | + 0 - 0 +
x €] —o00;—0,257] U ]1,457;00] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —0,257;1,457] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
1 4
f@)y=1z2—-=0

3 5
1222 /+ .
Tp— == =
i 1P
1o == /:1z
3 3
4
— 5
x I
3
=2
53
T3 = g; 1-fache Nullstelle
v 3 1 , 3
(<) =1=z > 0 = Tiefpunkt:(=/ — 0,49)
5 3 5
e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
T < % <z
ffle)| = J0] +
x E}g; o[ f'(x) >0 streng monoton steigend

3
x €] — o0; 5[ J'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
v | fl@) | fia) | @) || 2 | f@) | f@) | ()
7 384 | 102 | 13 0o -z -2 1 13
61335 -9 | 11 T-2Z7 =1 11
e EE R A
T S T
=5 [205 | —7& | 1% 2 | Z 1B ] 12
-4 [ 1655 | 65 | 1z 2; [ 15 | 2% | 13
37 2 1 i 1 1
—4 [ | -6 | 12 3 355 | 38 | 12
—33 [ 104 | -5 | 13 33 | 545 | 312 | 1z
-3 [ 835 | —45 | 13 4 172 [ 45 | 13
—2; | 555 | 4% | 1% 43 1 95 | 5 | 13
-2 |45 | 3% | 13 5 [125 [ 512 | 13
-12 ] 256 | 2% | 1z 53 [ 155 | 6% | 13
-1 [1g8 | 22 | 12 6 [185:] 78 | 12
—3 [ g [ -5 [ 1y [ 65275 | 1
1 4 1 49 3 1
o [ -2 -3 1% 7 1265 ] 8% | 1%
o Zeichnung g =
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
5z + 6
flz) =

Zaehler faitorisieren:
50 4+6=0

50+6=0 /-6
b5z = —6 /:5

—6
r=—
5
11
r=-1-
5

1
T = —15; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
—x=0

r=0=>2=0

x9 = 0; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

5(x+13)
f(z)= —
o Definitionsbereich: D=R\{0;}
o) = 5x 4+ 6
LA

Polynomdivision :
bz 46 ):(—z)=-5
—(52)

6

f@) =5+ 5

ol Ableitung?n u)nd ?.Ableit)un(g )
sy 5 (=x)—(5x+6)-(—1

=f'(z) = (—x)?

(=5x) — (=5 — 6)

+6 6
= ﬁf’(ﬂﬁ):ﬁ

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0
5x4+6=0

1
T3 = 715; 1-fache Nullstelle

o Grenzwerte und Asymtoten:

. 5
Jm fle)=—=-5
Horizontale Asymptote: y = —5
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

lim £ () = o

Vertikale Asymptote: x = 0

e Vorzeichentabelle:
s<[-1i[<z<]|0]| <=
flx) | — 0 + 0| —

z €] —13;0[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

z €] —o0;—14[ U

10; 00

f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

2?2=0=2=0
r<|0| <=z

flle) | + (0] +
]0; oo

x €] —o00;0[ U

f'(x) >0

streng monoton steigend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
x f(x) f'(z) f"(z) x f(x) f'(z) f"(z)
—7 —4z = 0,035 0 | —unendlich | —440813% | +unendlich
—63 —4 0,142 0,044 1 —17 24,013 —96,052
—6 —4 1 pe 1 —11 6,001 —12,002
57 -39 0,198 0,072 15 -9 2,667 —3,556
-5 -3z 0,24 0,096 2 -8 1,5 -1,5
—41 3% 0,296 0,132 25 -7 0,96 —0, 768
—4 -3 0,375 0,188 3 -7 0,667 —0,444
—-31 -3 0,49 0,28 33 —62 0,49 —0,28
-3 -3 0,667 0,444 4 —65 0,375 —0,188
—21 —-23 0,96 0,768 43 —63 0,296 —0,132
-2 -2 1,5 1,5 5 —6+ 0,24 —0,096
-1z -1 2,667 3,556 55 —6+7 0,198 —0,072
-1 1 6,001 12,002 6 —6 % -
—z 7 24,013 96,052 63 —512 0,142 —0,044
0 [ —unendlich | —440812% | +-unendlich 7 —532 = —0,035
@ Zeichnung g —
.7 4
— —t
1 2 4 5 6 7
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
-3z +1
)= =g

Zaehler faktorisieren:
—3r+1=0

—3z4+1=0 /-1

T = %; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r+2=0

r+2=0 /—2
T = -2
x9 = —2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

—3(x — %)
f(z)= “ar2)
o Definitionsbereich: D=R\{-2;}
f(z)= ﬂ
= T+ 2
Polynomdivision :
(=3z +1 ):(z4+2)=-3
—(=3z —6)
7
7

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(=3) - (z+2)—(-3z+1)-1

= /=)= (z +2)2
(=32 —-6)—(=3z+1)

B (x +2)2

:(x+2)72 .
:x2+4x—|—4f (z):x2+4x+4
v 0@ +da+4)— (=7)- 2z +4)
Fhw) = (22 + 4o + 4)2
0 (—14z — 28)

(22 44z +4)2

14z +28

(22 44z + 4)2

B 14z + 28
24+ 823 + 2422 + 322+ 16
e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

Zaehler =0
—3r+1=0

1
T3 = §; 1-fache Nullstelle

o Grenzwerte und Asymtoten:
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

. -3
i f (@) = 7 =3
Horizontale Asymptote: y = —3
lim f(z) =00
T——2

Vertikale Asymptote: x = —2

e Vorzeichentabelle:
r< | 2| <x< % <z
fl@)] — 1 0 + |0 -

x €] —24[ f(x)>0 oberhalb der x-Achse

z €] —o00;—2[ U ]300 f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

122 4+ 42 +4=0
—44++/42—-4-1-4

Ti/2 = 2.1
—4£/0
Ty = —(H
—4+0
Ty/2 =
—440 —4-0
T N
xry = —2 Tro = —2
r< | -2 | <z
ffl@)] — 10 ] =
r€l—o00;—2[ U ]—2;00] f'(x) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle

x f(x) f'(z) f"(@) z | flz) | f(z) | f'(2)
-7 —42 —0,28 —0, 112 0 2 -1,75 | 1,75
—63 —42 —0,346 | 0,154 3 | & | -1,12 [0,896
—6 —43 —0,438 —0,219 1| —% |-0,778 10,519
5% -5 —0,571 —0,327 12 -1 | —0,571]0,327
-5 52 —0,778 —0,519 2 | —11 | -0,438 0,219
—41 5% —1,12 -0, 896 23 | =15 | —0,346 | 0,154
—4 —63 —1,75 —1,75 3 [ -12] -0,28 [0,112
-3 -7z —3,111 | —4,148 35 | —15 [ 0,231 [ 0,084
-3 —10 —7,001 | —14,002 4 [ =12 ] —& 10,065
-2 —17 —28,015 | —112,061 45 | =112 [ 0,166 | 0,051
—2 | +unendlich 51428% —unendlich 5 —2 —% 42—9
-1 11 —28,015 | 112,061 53 | =27 | 0,124 ] 0,033
-1 4 —7,001 14,002 6 | 25| —& 0,027
— 12 —3,111 4,148 65 | —25- [ —0,097 [ 0,023
0 z —1,75 1,75 722 -& 10,019
o Zeichnung 8 =
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe (30)

eFunktion/Faktorisieren
1 1
_ "3t+ts
fo ==
Zachler faktorisieren:
1 1 1
_ = Z =0 _ =
3715 /=5

RS

T = %; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

L 2=0
) R
4

1
~38-2=0 /42

e ()
2

z9 = —8; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:

—3@—3)
zr) = ———2=
J (@) —1(z+38)
¢ Definitionsbereich: D=R\{-8;}
—lx-i-%
__3
f(z) _%x_2
Polynomdivision :
(—iz +1 ):i(—tz-2)=11
e 2
215
1 213
f@)=15+ 72—

3 x—2
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
o CH G2 - Chet ) (D
(—3z—2)?
(52 +3) — (5% — )
(—3z —2)2

43 43
_ te _ &
a2 +a+4
B 0- (a2 +ao+4)— 2 (42 +1)
(522 + o +4)?
43
0 (0,092 + &)

(522 4z + 4)2
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

. —0,09z — 23
B (%xQ +x+4)?
—0,09z — 42

— 60
0,004z + Lad + 1122 4+ 82 + 16

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Z afhler T 0

_Z fp—
3775

T3 = g; 1-fache Nullstelle

e Grenzwerte und Asymtoten:
lim f (x) —0,333333333333333 11
im f(x)= =1=
z—00 —0,25 3
1
Horizontale Asymptote: y = 1§
lim f(z) =00
rz——8

Vertikale Asymptote: x = —8

e Vorzeichentabelle:
s<][-8|<z<[Z]<=
flx) | + 0 — 0| +

z €] —o0;—8[ U ]&;00[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

z €] -8 3] f(z)<0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

Lt +r+4=0

1
14 /124 g
Ty/2 = i
2.7
-1++0
Lij2 = —71
8
—-1+£0
Tij2 = —1
8
140 ~1-0
| T2 =77
8 8
xry = —8 ro = —8
r< | =8| <z
ffle)| + | 0| +
T €] —o00;—8 U ]—8;00[ f'(z)>0 streng monoton steigend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
x f(@) f'(z) f"(z) z | fl=) | flz) | (@)
-7 | —10% | 11,468 | —22,936 0 —& 0,179 0,045
—63 | —65 | 5,097 | —6,795 2 | —0,016 | 0,159 | —0,037
—6 | —42 [ 2,867 [ —2,867 1] 0,059 [0,142 | —0,031
—53 | -3 [ 1,835 [ —1,468 | [15| £ ]0,127 | —0,027
-5 | —22 [ 1,274 | —0,849 2 %= 0,115 | —0,023
—43 | —1%2 10,936 | —0,535 271 0,241 [0,104 [ —0,02
-4 | -13% 0,717 | —0,358 3 i2 0,095 | —0,017
—-32 | —1,215 [ 0,566 | —0,252 33| 0,336 | 0,087 | —0,015
-3 -2 10,459 | —0,183 4 o 0,08 | —0,013
—25 [ —0,752 | 0,379 | —0,138 43| 0,416 [ 0,073 [ —0,012
-2 -2 10,319 | —0,106 5 | 0,451 | 0,068 | —0,01
—17 | -2 [ 0,271 | —0,084 53 | 0,484 ]0,063 | —0,009
—1 | —0,305 | 0,234 | —0,067 6 i 0,059 | —0,008
—3 | =0,196 | 0,204 | —0,054 63 | 0,543 | 0,055 | —0,008
0 —& [0,179 | —0,045 7 | 0,569 [ 0,051 [ —0,007
¢ Zeichnung 8 =
7ay
6A,
5A,
44,
SA,
QA,
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
x? — 5z — 27
@)= ——75—

Zachler faktorisieren:
2?2 =5 —27=0

lz? —5r — 27 =0
+5i\/(—5)2—4-1-(—27)

Ty/2 = 9.1
+5+ 133
T1/2 = S
5+ 11,533
T1/2 = - 9
5+ 11,533 5—11,533
r=— Tg = ————

2
r1 = 8,266 ro = —3,266
r1 = —3,266; 1-fache Nullstelle
T9 = 8,266; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

r+3=0

z+3=0 /—3
r=-3
r3 = —3; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:
(x4 3,266)(x — 8,266)

e Definitionsbereich: D=R\{-3;}
x? — br — 27
T ==
Polynomdivision :
(z? -5z —27 ):(z+3)=z-8
—(z?  +3x)
—8x —27
—(—8zx —24)
-3
3

f(x):x—8—|—x;3
e 1. Ableitungen und 2.Ableitung

22 —5) (v +3) — (22 — bz —27) - 1
PP Cr, MERE )

(x+3)

(222 + 2 — 15) — (2% — bz — 27)

(x+3)2
2% + 62 + 12

(z+3)?

2%+ 6x+12 , 2?2 + 6z + 12
=T iy = S
x24+6x4+9 22+6x4+9
f,,(x):(2x+6)'(m2+6x+9)—(m2+6x+12)'(2x—|—6)

(22 + 62 +9)2
(223 + 1822 + 54z + 54) — (223 + 1822 + 60x + 72)
(22 + 62+ 9)2

 —6x—18
(22 + 62 +9)2

www.fersch.de 92



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

_ —6x — 18
T 24 4 1248 + 5422 + 108z + 81

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

22 —5x—27=0

x4 = —3,266; 1-fache Nullstelle

x5 = 8,266; 1-fache Nullstelle

o Grenzwerte und Asymtoten:

lim f(x) =—00 lim f(xz)=—-0c0 lim f(z)=—00 lim f(x)=—00
Tr—r00 r—r—00 Tr—r0o0 Tr—r— 00
Schiefe Asymptote:y =z — 8
lim f(z) =00
r——3
Vertikale Asymptote: x = —3
eVorzeichentabelle:
r< | —3,266 | <zx<| -3 |<x<|826| <z
flz) | — 0 + 0 — 0 +

x €] —3,266; —3[ U ]8,266;00] f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —o00;—3,266] U ]—3;8,266] f(x)<0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

1224+ 62 +12=0

—6+v62—-4-1-12
Ty/2 = 2.1
—6++/—12
Ty = ——FH

Diskriminante negativ keine Losung

122 4+62+9=0

—-6++v62—-4-1-9
Ty/2 = 2.1

—64++0
Lij2 = ——5

—6=+0
Ty/2 =

—64+0 —6—-0
xr1 = 5 To = B)
IE1:73 502:*3

ffle)| + | 0| +
r€]—o00;—3[ U ]—3;00 f'(z)>0 streng monoton steigend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
z f() /() /(@) v [ @ [ @) ] @
—7 —147 1,188 = 0 | -9 [1,333]-0,222
—63 | -133 1,245 0,14 2 [ =82 1,245 —0,14
—6 —13 1,333 0,222 L] =73 11,188 —4
1 3 I 1 4
-5 | 123 1,48 0,384 15[ =75 [ 15 [ 0,066
-5 —115 1,75 0,75 2 [ —62 [ 15 | 0,048
—41 —105 2,333 1,778 25 | =655 [ 1,099 | —0,036
—4 -9 4 6,001 355 15 | —==
-3 =57 13,007 48,026 33 | =452 [ 1,071 | —0,022
—3 | —unendlich —22039% +unendlich 4 74% 14—39 —0,017
1 I I 9 4
—23 —163 13,007 —48,026 45 | =335 | 1= | —0,014
-2 —13 4 —6,001 5 [ =32 18 |-0,012
13 —113 2,333 —1,778 55 | =237 [ 1,042 | —0,01
-1 —103 1,75 —0,75 6 | —23 [ 15 | —0,008
—3 -9 1,48 —0,384 65 | —13% [ 1,033 | —0,007
0 -9 1,333 —0,222 7 [ -1 ] 1,03 | —0,006
¢ Zeichnung 8 =
7ay
6 +
5 +
4 +
SA,
2 +
1 +
| | | | | | | | | | | | | |
I I T T T T T T T T T T T |
-7 -6 -5 -4 (=3 -2 -1 12 3 4 5 6 7
—1 4
—2 1
-3 4+
—4 4
-5 4+
—6 +
-7 4
-8 -
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
422 + 122 +5
f@)=——75—

Zaehler faktorisieren:
422 +122+5=0

422 + 122+ 5=0
—124++/122-4-4-5

Ty/2 =

2-4

—12++/64
Ty/2 = 8

—12+8
xl/QZT

—12+8 —12 -8

mlzT xQZT

1 1
x1:—§ 1'2:—25

T = —2%; 1-fache Nullstelle

Ty = f%; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
204+1=0

20 4+1=0 /—1
2r=—1 /:2

-1

r=—
2

1

r=—=

2

T3 = —%; 1-fache Nullstelle

Faktorisie(rter T(lagr(n: 1)
dx+25)(x+ 5
f(.%’) = 2 1 2
2($ + 5)

1
e Definitionsbereich: D=R\ {_2; }

o Term gekiirzen
4(x +23)
flo) = =52

(32)
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle

v | fl2) | fi@) | f@) | | o | f@)] f=) | @)
-7 ] -9 2 0 0] 5 2 0
—63 | -8 2 0 3| 6 2 0
—6 [ -7 2 0 1] 7 2 0
-5z | —6 2 0 3] 8 2 0
-5 | -5 2 0 219 2 0
-4 ] —4 2 0 27 | 10 2 0
-4 -3 2 0 311 ] 2 0
-3; ] -2 2 0 33 | 12 2 0
-3 [ -1 2 0 4113 ] 2 0
23] 0 2 0 43 14 | 2 0
—2 1 2 0 5115 | 2 0
-13 [ 2 2 0 55 | 16 2 0
—1 3 2 0 6 [ 17 | 2 0
—% n.def. 2 n.def. 6% 18 2 0
0 5 2 0 7119 | 2 0

® Zeichnung
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
3z% — 1022 + Tz — 12
f(z) =

Zaehler faktorisiergn:
323 — 1022 + 72 — 12 =0

32 —102° + Tz — 12 =0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:3
(32®  —102* 47z —12 ):(zx—3)=32> -2+ 4

—(32® —927%)
—x? +7x  —12
—(=z? +3z)
4x —12
—(4z  —12)
0

32 —x+4=0
+144/(-1)°—4-3-4
2.3

+1+ /=47

Diskriminante negativ keine Losung
r1 =3; 1-fache Nullstelle

Ty/2 =

Ty/2 =

Nenner faktorisieren:
r—3=0

r—3=0 /+3
=3
x9 = 3; 1-fache Nullstelle

Faktorisiertgr T?rm: L
f(z) = 3(2° — 3z +13) (7 —3)
(z—-3)
¢ Definitionsbereich: D=R\{3;}
e Term gekiirzen

1 1
flo)= 2@ 57 +15)

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
fx) =32 -z +4

f(x)y=6z—1
f'(z)=6
2 3_ 1o
F(x):/(?)x —c+4)dr =2 — 5% +4x+c
" . 11
e Definitions- und Wertebereich: D=R W :]357 oo

o Grenzwerte:

lim f (2) = [3- 00’ = 00
]

dim [ (2) = [3+ (~00)%] = o0

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
flma)=3-(-2)’ =1 (~z) +4
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=32> —2+4=0

(33)
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

322 —x+4=0
+1+4/(-1)°—4-3.4

/2= 2.3
14 =47
XT1jg = ——F——

Diskriminante negativ keine Losung

e Vorzeichentabelle:
kein Vorzeichenwechsel
reR f(z) >0 oberhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(x)=6x—-1=0

T, = 6; 1-fache Nullstelle

//1 _ ; 1 E
f (6)—6>0¢T1efpunkt.(6/312)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
T
xr < <x

f'(z) | - +

6
0
1
x e}é; oo f'(x) >0 streng monoton steigend

1
x €] — 00; 6[ f'(r) <0 streng monoton fallend

www.fersch.de 98



Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
e | fl@) | fx) | @) | |2 | flz) | (=) | [(2)
-7 [ 158 | —43 ] 6 0 4 —1 6
—63 [ 1377 ] —40 | 6 z | 43 2 6
—6 [ 118 | -37 | 6 1 6 5 6
—53 [ 1005 | =34 | 6 13| 9% 8 6
-5 [ 8 | -31] 6 2 | 14 11 6
—42 1692 | —28 | 6 27 | 205 | 14 6
—4 56 —25 6 3 | ndef 17 | n.def.
—33 [ 447 | 22| 6 331 371 [ 20 6
-3 [ 34 [ -19] 6 4 48 23 6
T 1 1 1
—25 | 257 [ -16 [ 6 43| 603 | 26 6
—2 [ 18 | -13] 6 5] T 29 6
—1; [ 125 [ -10 | 6 55 | 897 [ 32 6
-1 ] 8 [ -7 6 6 [ 106 | 35 6
-3 | 57 | 4 6 63 | 1247 | 38 6
0 4 [ -1 6 7] 144 |4 6
® Zeichnung
.3 -+
2 4
1 -
| | | | | | | | | | | | | |
I T T T T T T T T T T T T 1
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
-1 4+
—92 1
-3 +
—4 4+
-5 <+
—6 +
-7 4
-8 L
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
3 —6z% + 11z — 6
fl) = —
Zaehler faktorisieren:
23— 622 + 11z —6=0
2 — 62>+ 112 —6 =0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(z? —62>  +llz -6 ):(x—1)=x*—5x+6
—(2°  —a?)
—52°  +1la  —6
—(—5x*  +52)
6z —6
—(6xz —6)
0

122 =52 +6 =0
+544/(=5)°—4-1-6

Ty/2 = 2.1

+5+ /1
371/2:?

5+1
Tr/2 = —5—

5+1 5—1

ry = — xQZT
.’ﬂ1:3 1’2:2

r1 =1; 1-fache Nullstelle
xo = 2; 1-fache Nullstelle
r3 = 3; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r—2=0

r—2=0 /+2
r=2
z4 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erterl’)I&erm:m ( 3)
x—1)(x—2)(x —
o Definitionsbereich: D=R\{2;}
e Term gekiirzen
z—1)(x—3
)= E= 29
e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)=2—4x+3=(x—1)(z—3)
f(x)=22—-4
[ (@) =2
F(x) :/(x2 —4x + 3)dx = %z3—2x2+3$+c

o Definitions- und Wertebereich: D=R W =](-1), 00|

o Grenzwerte:

lim f(z) = [1-00?]

i f () = (1 (-] = o0

(0.9]

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

fl-a)=1-(-2)* =4 (~2) +3
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=2*—42+3=0

122 — 4z +3=0
+4+44/(-4)°—4-1-3

Ty/2 =

2-1
+4+ V4
xl/QZT
442
$1/2=T
442 4—2
xlzT xQZT
I1:3 1‘2:1

x1 = 1; 1-fache Nullstelle
xo = 3; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|li<ax<|3|<z

fl)| + |0 — 0| +
x €] —o0;1] U ]3;00[ f(xz) >0 oberhalb der x-Achse

x €]1;3[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(@)y=22x—-4=0

T

T

x3 = 2; 1-fache Nullstelle

f"(2) =2 > 0 = Tiefpunkt:(2/ — 1)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r<|2| <z
f'@) | — 0] +

x €]2;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend

z €] —00;2[ f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle

v | flx) | ) | f=) | | 2 | f) | (=) | f(=)
-7 [ 8 | -18] 2 0 3 —4 2
—63 [ 713 [ 17 | 2 T -3 2
—6 [ 63 | —16 [ 2 1 0 —2 2
—53 [ 557 [ -15 | 2 3] -2 | -1 2
-5 48 —14 2 2 | ndef 0 n.def.
—41 [ 417 [ 13 ] 2 2; | -2 1 2
-4 [ 3 | -12[ 2 3 0 2 2
—33 [ 297 [ -11 ] 2 33 | 1% 3 2
-3 [ 24 [ -10[ 2 4 3 4 2
-2 197 | -9 2 43 | b: 5 2
-2 [ 15 | -8 2 5 8 6 2
—1z |13 | =7 2 53 | 117 7 2
-1 ] 8 | -6 2 6 [ 15 8 2
—3 | 5z | -5 2 63 | 197 9 2

0 3 [ 4 2 7] 24 10 2

® Zeichnung

www.fersch.de 102



Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
3 — 222 —5x+6

() = =

Zaehler faktorisieren:

3 =222 -5 +6=0

22 =222 —5x+6=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(* —222 -5z 46 V:(z—1)=2*-x—6
)
—a? —5x  +6
—(=z* )
—6x +6
—(—6z  +6)

Tr1 = 3 T — —2

x1 = —2; 1-fache Nullstelle
r9 = 1; 1-fache Nullstelle
xg = 3; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r—1=0

z—1=0 /+1
r=1
x4 = 1; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erter2')l’(erm: 1( 3)
r+2)(x—1)(r—
e Definitionsbereich: D=R\ {1}
e Term gekiirzen

z+2)(r—3
PR TR
e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)=2>—2—-6=(x+2)(z—3)
fl(z)y=2z-1
f' (@) =2

1 1

F(x) :/(xQ—m—G)dx: R R

3 2

e Definitions- und Wertebereich: D=R W =](—6-),00

o Grenzwerte:

Jim f (z) = [1-00%) = o0

lim f(x)=[1-(~00)’] = o0

T—r—00

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse

(35)
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

f(-2)=1-(-2)=1-(-2) -6

keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=a2*>-2-6=0

T1/2 = 2.1
+1 4+ /25
T1/2 = B)
1+5
$1/2—T
145 1-5
xlzT xQZT
I1:3 1‘2:72

x1 = —2; 1-fache Nullstelle
xo = 3; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <zx< |3 | <z

fl)| + ] 0 — 0| +
x €] —o0;—=2[ U ]3;00[ f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —2;3] f(x) <0 unterhalb der x-Achse

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl@)y=22-1=0

2w—1=0 /41

2x =1 /2
1
=
2
1
o
2
1

T3 = 33 1-fache Nullstelle

fﬂ(i) =2>0= Tiefpunkt:(i/ — 61)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r<|3][<=
fll@)| — 10] +
x 6}5; oo f'(z) >0 streng monoton steigend

1
x €] — o0; 5[ J'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
v | flz) | o) | fz) | | = | fx) | (=) | f(=)
-7 50 | -15] 2 0] -6 | -1 2
T 3
—65 [ 422 | -14 [ 2 3 | 6% 0 2
—6 36 —-13 2 1 | n.def. 1 n.def.
T 3
-5 292 | —12 [ 2 12 | —5% 2 2
-5 [ 24 | 11 [ 2 2 [ -4 3 2
—41 182 [ =10 [ 2 2; | 21 | 4 2
-4 114 | -9 2 3 0 5 2
-33] 92 [ -8 2 33 22 6 2
-3 6 | -7 2 4 6 7 2
1 3 1 3
—2; [ 22 [ -6 2 43 | 93 8 2
-2 0 | =5 2 5 14 9 2
-1z [—27 ] —4 2 55| 182 [ 10 2
-1 [ -4 ] -3 2 6| 24 11 2
1 I
—3 |51 -2 2 63 | 293 [ 12 2
0 [ 6] -1 2 7] 36 13 2

® Zeichnung
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
3z% — 1022 + Tz — 12
f(z) =

Zaehler faktorisiergn:
323 — 1022 + 72 — 12 =0

32 —102° + Tz — 12 =0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:3
(32®  —102* 47z —12 ):(zx—3)=32> -2+ 4

—(32® —927%)
—x? +7x  —12
—(=z? +3z)
4x —12
—(4z  —12)
0

32 —x+4=0
+144/(-1)°—4-3-4
2.3

+1+ /=47

Diskriminante negativ keine Losung
r1 =3; 1-fache Nullstelle

Ty/2 =

Ty/2 =

Nenner faktorisieren:
r—3=0

r—3=0 /+3
=3
x9 = 3; 1-fache Nullstelle

Faktorisiertgr T?rm: L
f(z) = 3(2° — 3z +13) (7 —3)
(z—-3)
¢ Definitionsbereich: D=R\{3;}
e Term gekiirzen

1 1
flo)= 2@ 57 +15)

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
fx) =32 -z +4

f(x)y=6z—1
f'(z)=6
2 3_ 1o
F(x):/(?)x —c+4)dr =2 — 5% +4x+c
" . 11
e Definitions- und Wertebereich: D=R W :]357 oo

o Grenzwerte:

lim f (2) = [3- 00’ = 00
]

dim [ (2) = [3+ (~00)%] = o0

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
flma)=3-(-2)’ =1 (~z) +4
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=32> —2+4=0

(36)
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

322 —x+4=0
+1+4/(-1)°—4-3.4

/2= 2.3
14 =47
XT1jg = ——F——

Diskriminante negativ keine Losung

e Vorzeichentabelle:
kein Vorzeichenwechsel
reR f(z) >0 oberhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(x)=6x—-1=0

T, = 6; 1-fache Nullstelle

//1 _ ; 1 E
f (6)—6>0¢T1efpunkt.(6/312)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
T
xr < <x

f'(z) | - +

6
0
1
x e}é; oo f'(x) >0 streng monoton steigend

1
x €] — 00; 6[ f'(r) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
e | fl@) | fx) | @) | |2 | flz) | (=) | [(2)
-7 [ 158 | —43 ] 6 0 4 —1 6
—63 [ 1377 ] —40 | 6 z | 43 2 6
—6 [ 118 | -37 | 6 1 6 5 6
—53 [ 1005 | =34 | 6 13| 9% 8 6
-5 [ 8 | -31] 6 2 | 14 11 6
—42 1692 | —28 | 6 27 | 205 | 14 6
—4 56 —25 6 3 | ndef 17 | n.def.
—33 [ 447 | 22| 6 331 371 [ 20 6
-3 [ 34 [ -19] 6 4 48 23 6
T 1 1 1
—25 | 257 [ -16 [ 6 43| 603 | 26 6
—2 [ 18 | -13] 6 5] T 29 6
—1; [ 125 [ -10 | 6 55 | 897 [ 32 6
-1 ] 8 [ -7 6 6 [ 106 | 35 6
-3 | 57 | 4 6 63 | 1247 | 38 6
0 4 [ -1 6 7] 144 |4 6
® Zeichnung
.3 -+
2 4
1 -
| | | | | | | | | | | | | |
I T T T T T T T T T T T T 1
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7
-1 4+
—92 1
-3 +
—4 4+
-5 <+
—6 +
-7 4
-8 L
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe (37)

eFunktion/Faktorisieren
1.3 1,2 1
327 —lgx* + 30+ 2
fla) =32 5T s
Zaehler flaktorislieren:
a1+ -z +2=0

3 3 3

1 1 1

300 = 15w’ 2w+ 2=0
NumerischeSuche :

r1 = —1; 1-fache Nullstelle
x9 = 2; 1-fache Nullstelle
r3 = 3; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
xr—2=0

r—2=0 /+2
xr =2
r4 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisilerter r{erm: ) 5
gy i TR

o Definitionsbereich: D=R\{2;}
o Term gekiirzen
Lz +1)(z - 3)
o) = 2
e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
1 2 1
fl@)=ca"—Sz—1=_(z+1)(z—-3)

f:/(x) = 5253 3
)= 2
i’(i)) /3(1z2 - gx — dx = 1:c?’ - 11'2 —z+c
3 3 9 3
o Definitions- und Wertebereich: D=R W :](—1%), 00|

o Grenzwerte:

Jim f (z) =[5 00%] = o0

. _ 1 (_ 2 _
im [ (@) =[5 (o0 =
e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
1 2
J=o) =3 (=2 () -1

keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:

1 2
f(gc):gxz—gx—l:()
1 2
§$2—§$—1—0

2 2)2 1

+§i\/(—§) —4-5- (1)

Ty/2 = Ql
3
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

2 7
+3+4/15
T1/2 = 3
2 g1
g3ty
1/2 — 2
3
2411 2 _q1
3 3 3 3
xr1 = 3 To = 3
3 3
.Z‘1:3 l‘2:—1

x1 = —1; 1-fache Nullstelle
x9 = 3; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|-l|<zx<|3|<=zx

flx) | + 0 — 0| +

x €] —oo;—( U 3500 f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —1;3] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:

DO
W oW o

8
Il
NN

8
Il

r3 = 1; 1-fache Nullstelle

2 1
() = 3> 0 = Tiefpunkt:(1/ — 15)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r<|1l|<x
ffl) | — 0] +

x €]l;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend

x €] —o0;1] f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
z | f(z) f’(xl) f”g(x) z f(=) f’(gﬁ) f”g(x)
B B T T N A
=65 | 1735 —52 g 5 —1% —3 g
B s L I N B IR Y B I
2 4 3 3 2 4 3 3
-5 10% —4 % 2 | +unendlich % —unendlich
—45 | 82 —3§ % 23 - ] %
_34l 57i _333 g 331 g 1% %
—32 f —22 ﬁ 42 142 23 i
_9l 1 93 ,2% % 41 23 21 5
—22 1é —23 g 52 44 25 %
T £ 2 3 T 5 3 3
—13 g —1; g 55 5% 31 g
_i _Ol _113 % 661 873 g% %
02 _112 — g 72 1042 43 i
3 3 3 3

® Zeichnung |
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren

34 a?—dr—4
f(z)=

Zaehler faktorisieren:
P4 —dr—4=0

w4 a?—dr—4=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten: — 1
(z® 4a? —4x —4 Yi(x+1)=2>—4
_(3:3 +LE2)
—4z —4
—(—4z —4)
0

1x2—-4=0 /+4
122 =4 /:1
4
2 _
ST
r=4V4
Tr1 = 2 Ty = -2
r1 = —2; 1-fache Nullstelle
r9 = —1; 1-fache Nullstelle
x3 = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r—2=0

z—2=0 /+2
r=2
x4 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erterz’)lzerm: 1( %)
z+2)(x+1)(x—
[(x) = (z —2)
o Definitionsbereich: D=R\{2;}
o Term gekiirzen

r+2)(x+1
f(z)= LADAD)

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)=224+3zx+2=(x+2)(z+1)
f(x)=2z+3

f'(x) =2

1 1
F(m):/(x2+3x+2)dx:§m3+1§x2+2x+c

o Definitions- und Wertebereich: D=R W =](—-), 0]

o Grenzwerte:
lim f(z)=[1 00
Tr—r 00

i f(2) =1+ (~00)?] = o0

2] 00

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
f(=2) =1 (=2)* +3 (=) +2
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=2*>+32+2=0

(38)
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

1224 3x+2=0

-3+v32-4-1-2
T1/2 = 9.1

—-3+V1
Tij2=——(H

-3+1
Ty/2 =

—-3+1 -3-1

Ty = To = D)
Ty =—1 Tog = —2

r1 = —2; 1-fache Nullstelle
xo = —1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <rx<|-1|<x

flx) | + 0 — 0 +
r€]—o0;—2[ U ]—1;00] f(z) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —2;—( f(xz) <0 wunterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(x)=20+3=0

2w+3=0 /-3
20=-3 /:2

-3

T =0
2

11

z=—-1-
2

1
T3 = 715; 1-fache Nullstelle

f”(_lé) =2>0= Tiefpunkt:(—l%/ — i)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
T < —1% <z
file) | = 1 0 | +

z €] —1=;00] f'(z) >0 streng monoton steigend

x €] —oo;—1=[ f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
z | flx) | ) | f=z) | | 2 | fx) | =) | f(=)
-7 3 | -11 ] 2 0 2 3 2
T 3
—65 242 | -10 [ 2 ;| 33 4 2
—6 [ 20 | -9 2 1 6 5 2
T 3
—53 | 153 [ -8 2 13| 82 6 2
-5 12 -7 2 2 | n.def. 7 n.def.
—41] 82 | —6 2 27 | 152 8 2
-4 6 | -5 2 3] 20 9 2
-3;[ 33 [ 4 2 331 243 [ 10 2
-3 [ 2 ] -3 2 41 30 11 2
1 3 1 3
-2z 3 | -2 2 43 | 353 | 12 2
-2 [ 0 | -1 2 5 | 42 13 2
-1 [ 2] 0 2 55 | 482 [ 14 2
-1 10 1 2 6 [ 56 15 2
1 3
-z | 3 2 2 65 | 632 [ 16 2
0 2 3 2 T 72 17 2

® Zeichnung
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
3 +5x2—x—5
flo) =T
Zaehler faktorisieren:
224522 —2—-5=0

2 +52° —z—5=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(z® 452> -2 -5 ):i(z—1)=2+6z+5

—@ —a?)
627 -r =5
— (62> —61x)
5T -5
—(bz —b)
0

1224+ 6x+5=0
—6+v62—-4-1-5

T1/2 = 9.1

—6+ 16
Ty

—6+4
Ty/2 = B)

—6+4 —6—4

xr1 = To — D)
1 =—1 To = —H

x1 = —5; 1-fache Nullstelle
xo = —1; 1-fache Nullstelle
r3 = 1; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
r+1=0

r+1=0 /-1
r=-1
x4 = —1; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erter{);l“(erm: 1( 0
T+ T+ T —
f(z)=
(x+1)

e Definitionsbereich: D=R\{-1;}
e Term gekiirzen

z+5)(x—1
flo)— EEOE=1)

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)=2*+4x—-5=(x+5)(z—1)

fl@)=2z+4
f(x) =2
F(x):/(x2+4mf5)dx:§x3+2x275x+c

e Definitions- und Wertebereich: D=R W =](-9), 00|

o Grenzwerte:
lim f(z) =[1-00?
Tr—r 00

i f(x) =1+ (~00)?] = o0

(0.¢]

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
fl=a)=1-(-2)* +4-(-2) =5
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung
o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=a2*+42—-5=0

122442 —-5=0
—44 /42 —4-1-(-5)

Ty/2 =

2-1

—4++/36
S

—4+6
Ty/2 = B

—4+6 —4—-6

xr1 = 5 To = B)
.T1:1 x2:—5

r1 = —5; 1-fache Nullstelle
z9 = 1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|-H|<x<|l|<zx

flx) | + 0 — 0| +
x €] —o0; =5 U Jl;o0[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —5;1] f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(x)=22+4=0

2x+4 = / —4
20 = —4 /2
—4
= —
2
T = -2

x3 = —2; 1-fache Nullstelle
f"(-2) =2 > 0 = Tiefpunkt:(—2/ — 9)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

r< | 2| <z
ffl)] — 10 ] +

x €] —2;00] f'(r) >0 streng monoton steigend

z €] —o00;—2[ f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle

v | fl2) | fi@) | fa) | | o | f@)] f=) | @)
-7 16 | 10| 2 0] 5] 4 2
—63 | 113 | -9 2 ;[ —23] 5 2
—6 7 -8 2 110 6 2
-5 | 33 —7 2 13| 33 7 2
-5 0 —6 2 2 | 7 8 2
—41] 23 | -5 2 2; [ 113 | 9 2
-4 5 [ 4 2 316 | 10 2
-33 | —63 | -3 2 331217 [ 11 2
-3 [ -8 [ -2 2 4127 | 12 2
-2z 82 | -1 2 43 13337 | 13 2
-2 [ -9 0 2 5140 | 14 2
-1z 81 1 2 57 [477 ] 15 2
—1 | n.def. 2 n.def. 6 55 16 2
-5 | 63 ] 3 2 63 | 633 | 17 2

0 -5 4 2 7] 2] 18 2

® Zeichnung
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
323 —2? -3z +1
(2) = —
Zaehler faktorisieren:
323 — 22 —324+1=0
32° —2® =32 4+1=0
Nullstelle fiir Polynmomdivision erraten:1
(32* —z? 3z +1 ):i(x—1)=32>+2x-1
—(32® —3z%)
207 =3z +1
—(22%  —22)
—T +1
—(—z  +1)
0
327 +2r—-1=0
—24,/22 —4-3-(—1)
Ti/2 = 2.3
-2+ /16
=g —
—2+44
Ty/2 =
—24+4 —2—-4
xr1 = =
1 6 T2 6
1
xry = g Tog = -1
r1 = —1; 1-fache Nullstelle
1
Ty = 3’ 1-fache Nullstelle
r3 = 1; 1-fache Nullstelle
Nenner faktorisieren:
r—1=0
r—1=0 /+1
rz=1
r4 = 1; 1-fache Nullstelle
Faktorisie(rter T)e(rm: by )
3z+1)(z—3)(xz—1
o Definitionsbereich: D=R\ {1}
e Term gekiirzen
3(x+1)(z—3)
fla)=——7—2
e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
1
f@)=32>+22—-1=3(z+1)(z — 3)
' (x) =6z +2
f' (@) =6
F(x) :/(3x2+2x—1)dx:$3—|—x2—x+c
1

o Definitions- und Wertebereich: D=R W=](-1=

o Grenzwerte:

lim f (2) = [3- 00’ = 00

(40)
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

lim f(x)=[3-(-00)’] =

TrT——00

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
flma)=3-(~2)* +2 (~z) ~1
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
fx) =32 +2x—-1=0

322 4+22—-1=0
—24./22 -4-3-(-1)

T1/2 = 2.3
—24+4/16
Ty/2 =
6
—2+4
T1/2 = 6
—24+4 —2—4
xr1 = To =
! L0 2 6
T = 3 To = —1
x1 = —1; 1-fache Nullstelle
1
Ty = g; 1-fache Nullstelle
e Vorzeichentabelle:
r< | 1| <zx< % <z
flx) | + 0 — 0] +

;00 f(z) >0 oberhalb der x-Achse

1
x €] —1; g[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(x)=6z+2=0

6r+2=0 /-2
6 = —2 /:6

-2
T=—
6
1
T=—C
31
T3 = —3 1-fache Nullstelle
1 . 1 1
f (—g) =6>0= Tlefpunkt:(—g/ - lg)

r < —3 <x

fflo)| — 10 ]+

1
T €] - 3 oo f'(x) >0 streng monoton steigend

x €] —o0;—=[ f'(z) <0 streng monoton fallend

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
T
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
e | fl@) | fz) | @) | |2 | flz) | (=) | [(2)
-7 [ 132 ] -4 6 0] -1 2 6
—6% | 1123 [ —37 6 1 3 5 6
2 4 2 4
—6 95 —-34 6 1 | n.def 8 n.def.
53 | 83 | 31| 6 13| 82 11 6
-5 | 64 [ -28] 6 2 [ 15 14 6
—42 1502 | —25 | 6 2; | 222 | 17 6
-4 3 [ -22] 6 3] 32 20 6
—33[ 282 | -19| 6 33 423 [ 23 6
-3 20 [ -16 | 6 4 [ 55 26 6
T 3 1 3
—2; [ 123 | -13 | 6 43 ] 682 | 29 6
2 7 [ -10] 6 5 84 32 6
—17 [ 22 | -7 6 53 | 1003 | 35 6
—1 ] 0 —4 6 6 [ 119 | 38 6
-3 | 13| -1 6 65 | 1383 [ 41 6
0| -1] 2 6 7] 160 | 44 6
® Zeichnung
| | | | | |
I T T T T T
-7 -6 -5 -4 -3 2
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe (41)

eFunktion/Faktorisieren
% — 8z +2
f@) = ——75—

Zachler faktorisieren:
2 —8r+2=0

2 —8r+2=0
NumerischeSuche :

r1 = —2,946; 1-fache Nullstelle
x9 = 0,252; 1-fache Nullstelle
xg = 2,694; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:

r+2=0

z+2=0 /—2
T = -2
x4 = —2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:
(x4 2,946)(x — 0,252)(x — 2,694)

xTr) =
/(@) (x +2)
o Definitionsbereich: D=R\{-2;}
2% — 8z +2
flo) =5~
Polynomdivision :
(z3 —8z +2 ):i(z+2) =222 —4
—(z®  +227)
—22° —8x 42
—(—22%  —4x)
—4dx +2
—(—4z -8)
10
10
=z -2z -4+ ——
flx)=x x + 712

e 1. Ableitungen und 2.Ableitung
(322 —8) - (z+2)— (2> -8z +2)-1

=f'(z)= (z +2)2

_ (32® + 62 — 8z — 16) — (2 — 8z + 2)

B (x +2)2

_ 22% 4 627 — 18

- (@+2)p

_ 22% 4 62% — 18f, (2) = 2a° + 62% — 18

244 +4 o244 +4
f,,(x)_(6x2+12x)-(582+4m+4)—(2x3+6x2—18)-(2x+4)

(22 + 4z +4)?
(62 + 362 + 7222 + 487) — (4ot + 2023 + 2422 — 362 — 72)
(22 + 4z + 4)?
224 + 1623 + 4822 + 84x + 72
(22 + 4o + 4)?
224 + 1623 + 4822 + 84x + 72
xt + 8x3 + 2422 + 322 + 16

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
Zaehler =0

2* —8x+2=0

r5 = —2,946; 1-fache Nullstelle
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

re = 0,252; 1-fache Nullstelle
r7 = 2,694; 1-fache Nullstelle

e Grenzwerte und Asymtoten:
apfle) =0 lm Jlw)=—oo
Jim, f (z) =oc

Vertikale Asymptote: x = —2

eVorzeichentabelle:
r<| =296 | <zx<| -2 |<x<|0,202 | <2< 2,64 | <z
flx) | + 0 — 0 + 0 — 0 +

x €] —o00;—2,946] U ]—2;0,252] U ]2,694;00] f(x)>0 oberhalb der x-Achse

x €] —2,946; —2[ U ]0,252;2,694[ f(z) <0 unterhalb der x-Achse

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

223 + 622 —18 =0
NumerischeSuche :

122 +4x+4=0

—4++/42-4.1-4
x =
1/2 9.1
—4++0
I1/2:T
—4+0
Ty/2 = B
. =440 - _—4-0
T D)
.Tl_—2 .232——2
r< | 2| <x<|1,426 | <x
i) | - 0 — 0 +

x €]1,426;00] f'(x) >0 streng monoton steigend

T €] —o00;—2[ U ]—2;1,426] f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

eWertetabelle
z f(z) f'(x) f" (@) z | flx) | (=) | f'(z)
-7 57 —16,4 1Z 0 1 —4,5 | 4,5
—63 49-¢ —15,494 1,781 [ =21 —26 |328
—6 417 —14,625 1,687 1| —12 [ -1,111 [ 2,741
—5% 3z —13,816 1,534 13 [ —122 ] 0,184 | 2,466
-5 272 —13,111 1,259 2 | —15 | 1,375 [2,313
—41 217 —12,6 0,72 23 | —2 | 2,506 | 2,219
—4 15 —12,5 -0,5 3 1 3,6 2o
-3 85 —13,445 [ —3,926 321 32 | 4,669 | 2,12
-3 1 —18,001 | —18,003 4] 55 | 5m2 | 22
—21 —122 —47,022 | —158,087 43 | 8%; | 6,763 | 2,073
—2 [ funendlich | 7346353 [ —unendlich 5 [ 128 | 73 2,058
—13 215 —45,022 [ 162,087 55 | 1655 | 8% [2,047
-1 9 —14,001 22,003 6 | 217 9% 12,039
-3 315 —7,445 7,926 65 | 2622 | 10,862 [ 2,033
0 1 —4,5 4,5 7328 [ 115 [2027

¢ Zeichnung
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe

eFunktion/Faktorisieren
=322 -4

f (.13) - .’E2 _ 4

Zaehler faktorisieren:

2t =322 —4=0

2-1

+3 + V25
Ui/ = D)

3+5
ul/z—T

3+5 3—-5

ul:T ung
U1:4 ’U,2:—1
2 =4
r=+V4
.’ﬂ1:2 1'2:72
22 = —lr=+V/—1

Diskriminante negativ keine Losung
r1 = —2; 1-fache Nullstelle
xo = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
z2—4=0

w2 —4=0 /+4
122=4 /:1

4
2—7
T
r=+V4
56'1:2 .’172:—2

r3 = —2; 1-fache Nullstelle
x4 = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisi(erter ;l“(er2m: ) )
z4+2)(x*+1)(x —2
f(x) =
(x+2)(z—2)

e Definitionsbereich: D=R\{-2;2;}
e Term gekiirzen

2241
fw)= T
e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
fo) =22 —1=(z+1)(z—1)

f(z) =2z
f' (@) =2 .
F(m):/(m2—1)da¢:§x3—x+c

o Definitions- und Wertebereich: D=R W =](-1), 00|

o Grenzwerte:
liw () = [1- o7

im_f(a) = [+ (~o0)

oo

2]200
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
flea)=1-(-2)* -1

f(—z)=1-22 -1

f (=) = f () — Symmetrie zur y-Achse:

e Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flz)y=2>-1=0

22 -1=0 /+1
=1 /:1

ool
1

z=+V1

$1=1 1‘2:—1

r1 = —1; 1-fache Nullstelle
xo = 1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<|-l|l<z<|l|<zx

fle)| + |0 — 0| +
x €] —oo;—( U Jlyo0[ f(x) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —1;1] f(x) <0 unterhalb der x-Achse

e Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(@)y=2x=0

r=0=2=0

r3 = 0; 1-fache Nullstelle

f7(0) =2 > 0 = Tiefpunkt:(0/ — 1)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)
< |0|<w
ffle) | — JO0] +

z €]0;00[ f'(x) >0 streng monoton steigend

z €] —00;0[ f'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle
x| fle) | fi(x) | f(x) x| flx) | f(x) | [(x)
-7 50 -14 2 0 1 0 2
T T T T
61 [ 43T [ 137 2 Tt 1 2
—6 37 —12 2 1 2 2 2
T T T T
51 31L [ 11| 2 12 3 3 2
-5 26 —10 2 2 | n.def. 4 n.def.
T T T T
—45 | 213 -9 2 23 73 5 2
—4 17 -8 2 3 10 6 2
T T T T
=35 | 133 -7 2 35 | 133 7 2
-3 10 —6 2 4 17 8 2
T I T T
—23 7 -5 2 45 | 214 9 2
-2 | ndef.| —4 | n.def. 5 26 10 2
T T T T
—13 31 -3 2 53 | 31z 11 2
-1 2 -2 2 6 37 12 2
T T T T
-3 13 -1 2 65 | 437 13 2
0 1 0 2 7 50 14 2
® Zeichnung
| ! ! ! ! ! ! | ! ! ! ! ! |
I T T T T T T T T T T T T 1
-7 -6 -5 -4 -3 =2 -1 1 2 3 4 5 6 7
-1 4+
_9 4
-3 4+
4 4+
5 -+
—6 4+
74
_s L
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

Aufgabe
eFunktion/Faktorisieren
xt — 522 +4
f @) = 22— 3z +2

Zachler faktorisieren:
zt =522 +4=0

u:x2 ’U,QZZA

w2 —5u+4=0

+5+4/(=5)*—4-1-4

Uy = 2.1

+5++/9
U1/2:T

543
Ul/zzT

543 5—3

ulzT uQ:T
U1:4 u2:1
22 =4
xr=+V4
.’ﬂ1:2 1’2:—2
22 =1
x—iﬁ
.13121 372:—1

r1 = —2; 1-fache Nullstelle
r9 = —1; 1-fache Nullstelle
x3 = 1; 1-fache Nullstelle
x4 = 2; 1-fache Nullstelle

Nenner faktorisieren:
22 —32+2=0

122 —=3x+2=0
+3+4/(=3)°—4-1-2

Ty/2 = 9.1

+3+1
$1/2:T

31
Tyjg=—5—

3+1 3—1
r = — xQZT
.13122 1‘2:1

rs = 1; 1-fache Nullstelle
xg = 2; 1-fache Nullstelle

Faktorisierter Term:
(z+2)(z+1)(z—1)(xz—2)
fla) =
(- T)@—2)
o Definitionsbereich: D=R\{1;2;}
e Term gekiirzen

flay = @A@Y

e Funktion/Ableitungen/Stammfunktion
f@)=2?+3c+2=(x+2)(x+1)
f(x) =22+3

f' (@) =2

(43)
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Gebrochen-rationale Funktion

Losungen

1 1
F(m):/(x2+3x+2)dac:§m3+1§x2+2x+c

o Definitions- und Wertebereich: D=R W =](—-), 0]

o Grenzwerte:

Jim  (z) = [1-00%) = o0

i f(2) =1+ (~00)?] = o0

e Symmetrie zum Ursprung oder zur y-Achse
fl=a)=1-(=2)> +3- (~z) +2
keine Symmetrie zur y-Achse und zum Ursprung

o Nullstellen / Schnittpunkt mit der x-Achse:
flx)=2*>+32+2=0

122 4+32+2=0

—3+v32-4-1-2
Ty/2 = 9.1

—3+V1
$1/2:T

—-3+1
Ty/2 = B

—-3+1 -3—-1
xr1 = To =

2 2
$1=—1 332:—2

r1 = —2; 1-fache Nullstelle
x9 = —1; 1-fache Nullstelle

e Vorzeichentabelle:
r<| 2| <zx<|-1l|<x

fl)| + 10 - 0| +
x €] —o0;—2[ U ]J—1;00[ f(xr) >0 oberhalb der x-Achse

x €] —2;—( f(z) <0 wunterhalb der x-Achse

o Extremwerte/Hochpunkte/Tiefpunkte:
fl(z)=22+3=0

20 4+3=0 /—3
2z = -3 /2

po 3
2
g
x=—1=
2

1
T3 = —15; 1-fache Nullstelle

1 1 1
f”(—lg) =2>0= Tiefpunkt:(—la/ - Z)

e Monotonie/ streng monoton steigend (sms)/streng monoton fallend (smf)

T < —1% <z

x| — 0 +
1

T €] — 15; oo f'(z) >0 streng monoton steigend

1
x €] — o0; 715[ J'(z) <0 streng monoton fallend
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Gebrochen-rationale Funktion Losungen

eWertetabelle

z | flx) | ) | f=z) | | 2 | fx) | =) | f(=)
-7 [ 3 [ -11 [ 2 0 2 3 2
—63 [ 243 [ -10 | 2 ;| 33 4 2
—6 20 -9 2 1 | ndef 5 n.def.
—53 | 153 [ -8 2 13| 82 6 2
-5 12 -7 2 2 | ndef 7 n.def.
—41] 82 | —6 2 27 | 152 8 2
-4 6 | -5 2 3] 20 9 2
-3;[ 33 [ 4 2 331 243 [ 10 2
-3 [ 2 ] -3 2 41 30 11 2
-2z 3 | -2 2 43 | 353 | 12 2
-2 [ 0 | -1 2 5 | 42 13 2
-1 [ 2] 0 2 55 | 482 [ 14 2
-1 10 1 2 6 [ 56 15 2
-z | 3 2 2 65 | 632 [ 16 2

0 2 3 2 T 72 17 2

® Zeichnung

www.fersch.de 129



	Eigene Aufgaben lösen
	Aufgabenstellung
	Grundlagen
	Gebrochen-rationale Funktion
	Aufgaben
	Lösungen


